
2021考研数学一模拟卷

学校： 姓名： 准考证号：

时间：180分钟 满分：150分 命题人：向禹

一、选择题：1–10题，每题 5分，共 50分。在每题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要
求的。

1. 设函数 f .x/在 .�1; C1/上单调递增，则下列说法中错误的是 （ ）

A.如果函数极限 lim
x!C1

f .x/ D A，则数列极限 lim
n!1

f .n/ D A

B.如果数列极限 lim
n!1

f .n/ D A，则函数极限 lim
x!C1

f .x/ D A

C.如果数列 xn ! x0且 xn ¤ x0，则极限 lim
n!1

f .xn/存在

D.函数 f .x/的间断点必然是跳跃间断点

答案 C
2. 设函数 f .x/在 .�1; C1/上可导，则下列说法中正确的是 （ ）

A.如果 lim
x!1

f .x/ D 0，则 lim
x!1

f 0.x/ D 0

B.如果 lim
x!1

f 0.x/ D 0，则 lim
x!1

f .x/

x
D 0

C.如果 lim
x!1

f 0.x/ D 0，则 lim
x!1

f .x/存在

D.如果 lim
x!1

f .x/

x
D 0，则 lim

x!1
f 0.x/ D 0

答案 B
3. 设 '.x; y/在 .0; 0/的邻域内连续且 '.0; 0/ D 0，则函数 f .x; y/ D .jxj C jyj/'.x; y/在

.0; 0/处 （ ）

A.可微 B.连续但偏导数不存在

C.偏导数连续 D.偏导数存在但不可微

答案 A
4. 设方程 ln x D kx 只有两个正实根，则 k 的取值范围为 （ ）

A. .�1; e/ B.
�

0;
1

e

�
C.

�
1

e
; C1

�
D.

�
1

e
; 1

�
答案 B.

5. 设函数 f .x; y/连续，则累次积分
Z 1

0

dx

Z p
x�x2

x�1

f .x; y/ dy 等于 （ ）

A.
Z 1

�1

dy

Z yC1

0

f .x; y/ dx C

Z 1
2

0

dy

Z 1
2

�
p

1
4

�y2

0

dx

1



B.
Z 1

�1

dy

Z yC1

0

f .x; y/ dx C

Z 1
2

0

dy

Z 1
2

C
p

1
4

�y2

0

dx

C.
Z 0

� π
2

d�

Z 1
cos ��sin �

0

f .r cos �; r sin �/r dr C

Z π
2

0

d�

Z cos �

0

f .r cos �; r sin �/r dr

D.
Z 0

� π
2

d�

Z 1
cos �Csin �

0

f .r cos �; r sin �/r dr C

Z π
2

0

d�

Z sin �

0

f .r cos �; r sin �/r dr

答案 C
6. 下列级数中条件收敛的是 （ ）

A.
1X

nD1

.�1/n

�
1

p
n

�
1

p
n C 1

�
B.

1X
nD2

.�1/n C 1

ln n

C.
1X

nD1

.�1/n

n.n C 1/
D.

1X
nD1

.�1/n�1

n ln.1 C n/

答案 D.
7. 设有向量组 ˛1; ˛2; � � � ; ˛s；̌ 1; ˇ2; � � � ; ˇt；
，如果

r.˛1; ˛2; � � � ; ˛s/ < r.ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇt/; r.˛1; ˛2; � � � ; ˛s; 
/ D r.ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇt ; 
/

则下列说法中错误的是 （ ）

A.向量 
 不能被 ˛1; ˛2; � � � ; ˛s 线性表示，但能被 ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇt 线性表示

B. r.˛1; ˛2; � � � ; ˛s; 
/ D r.ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇt/

C.如果向量组 ˛1; ˛2; � � � ; ˛s 线性无关，则向量组 ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇt 线性无关

D.如果向量组˛1; ˛2; � � � ; ˛s能被向量组ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇt线性表示，则向量组ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇt

能被 ˛1; ˛2; � � � ; ˛s; 
 线性表示

答案 C
8. 设 A是 m � n矩阵，x D .x1; x2; � � � ; xn/T，则下列说法中错误的是 （ ）

A.如果对任意 m维列向量 b，方程组 Ax D b有解，则 m > n

B.如果 r.A/ D m，则对任意 m维列向量 b，方程组 Ax D b有解

C.对任意 m维列向量 b，方程组 ATAx D ATb有解

D.如果 r.A/ D n，则对任意 n维列向量 b，方程组 ATAx D b有解

答案 A
9. 设随机变量 X � t.n/; Y � F.1; n/，如果 c > 0使得 P.0 < X < c/ D ˛，则 P.Y > c2/ D

（ ）

A. 1 � ˛ B. ˛ C. 1 � 2˛ D. 2˛

答案 C

10. 设 X1; X2; � � � ; Xn（n > 2）是来自总体 N.0; �2/ 的简单随机样本，令 ˛ D

nX
iD1

Xi ; ˇ D

2



nX
iD1

X2
i ，则下列说法中错误的是

A.
˛2

n�2
服从 �2分布 B.

ˇ

�2
服从 �2分布

C.
˛2

ˇ
服从 F 分布 D.

.X1 � X2/2

.X1 C X2/2
服从 F 分布

答案 C.注意 C中分子分母不独立，D中利用二维正态分布的独立性等价于协方差为零
可知 D的分子分母独立.

二、填空题：11-16题，每题 5分，共 30分。

11. 设函数 f .x/满足 f .0/ D 0; f 0.0/ D 1，则 lim
x!0

f .1 � cos x/

1 �
p

cos 2x
D .

答案
1

2
.

12. 极坐标曲线 r D 1 C cos � 在 � D
π
3
对应的点处的法线方程为 .

答案 注意到参数方程为 x D .1 C cos �/ cos �; y D .1 C cos �/ sin �，对应的切线斜率为
dy

dx

ˇ̌̌̌
�D π

3

D 0，法线方程为 x D
3

4
.

13. 微分方程 y 000
� 3y0

C 2y D 0的通解为 y D .
答案 .C1 C C2x/ex

C C3e�2x .
14. 设函数 f .x/ D x � Œx�，其中 Œx�表示不超过 x的最大整数，令

an D

Z 1

�1

f .x/ cos nπx dx; bn D

Z 1

�1

f .x/ sin nπx dx; n D 0; 1; 2; � � � :

令 S.x/ D

1X
nD1

.an cos nπx C bn sin nπx/; �1 < x < C1，则 S.�5/ D .

答案 S.�5/ D S.1/ D
f .1C/ C f .1�/

2
�

a0

2
D 0.

15. 已知三元方程 a.x2
C y2

C ´2/ C 2.xy C y´ C ´x/ D 1对应的空间曲面为双叶双曲面，则

a的取值范围是 .
答案 特征值两负一正，a的范围是 .�2; 1/.

16. 设随机变量 X 和 Y 相互独立，X 服从参数为 1 的指数分布，Y 的分布为 P.Y D 1/ D

1

4
;P.Y D 2/ D

3

4
，则 P

�
1 6 minfX; Y g < 2

�
D .

答案 P.Y D 1; X > 1/ C P.Y D 2; 1 < X < 2/ D e�1
�

3

4
e�2.
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三、解答题：共 70分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。
17.（本题满分 10分）设函数 f .x/在 x D 0处二阶可导，且 f .0/ D f 0.0/ D 0; f 00.0/ D 1. 设

曲线 y D f .x/在点
�
x; f .x/

�
处的切线在 x轴上的截距为 u.x/，计算极限 lim

x!0

f
�
u.x/

�
f .x/

.

解 只需注意到 x ! 0时，f .x/ �
1

2
x2. u.x/ D x �

f .x/

f 0.x/
�

1

2
x，答案为

1

4
.

18.（本题满分 10分）设平面区域 D1 由曲线 y D jxj，直线 x D �1; x D a; y D 0所围成，平

面区域D2由曲线 y D jxj，直线 x D a; x D 1; y D 0所围成，其中 0 < a < 1.
(1) 求 D1 绕 x 轴旋转所得旋转体的体积 V1，D2 绕直线 x D a旋转所得旋转体的体积

V2.
(2) 求 V1 C V2的最小值.
解

(1)

V1 D π
Z a

�1

jxj
2 dx D

π
3

.a3
C 1/; V2 D 2π

Z 1

a

jxj.x � a/ dx D
2

3
π � πa C

π
3

a3:

(2) V.a/ D V1 C V2 D
2π
3

a3
� πa C π; V 0.a/ D 2πa2

� π，可知 a D

p
2

2
时取最小值

π �

p
2

3
π.

19.（本题满分 10分）设函数 f .x/二阶可导，f .0/ D 1，且有

f 0.x/ C 3

Z x

0

f 0.t/ dt C 2x

Z 1

0

f .xt/ dt C e�x
D 0;

求 f .x/.
答案 求导构造得到微分方程 f 00.x/C3f 0.x/C2f .x/ D e�x，结合初值条件解得 f .x/ D

xe�x
C e�2x.

20.（本题满分 10分）设†为曲面 ´ D
p

x2 C y2介于 ´ D 0与 ´ D 1之间部分的下侧，f .x/

为连续函数，计算

I D

“
†

Œ�xf .x C y/ � 2x�dyd´ C Œ�2y � yf .x C y/�d´dx C Œ�´f .x C y/�dxdy:
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解 注意到对曲面 ´ D
p

x2 C y2，有
@´

@x
D

x

´
;

@´

@y
D

y

´
，于是

I D

“
†

�
�

@´

@x
Œ�xf .x C y/ � 2x� �

@´

@y
Œ�2y � yf .x C y/� � ´f .x C y/

�
dxdy

D �

“
Dxy

2
p

x2 C y2dxdy D �
4π
3

:

21.（本题满分 15分）已知 1是三阶实对称矩阵 A的一个特征值，且

A

0BB@1 2

2 �2

2 1

1CCA D

0BB@0 4

0 �4

0 2

1CCA :

(1) 求 A的所有特征值和对应的特征向量.
(2) 如果 ˇ D .�1; 1; �5/，求 Anˇ.
(3) 设向量 x D .x1; x2; x3/T，求方程 xTAx D 0的通解.
解

(1) �1 D 0; k1˛1 D k1.1; 2; 2/T; k1 ¤ 0；�2 D 2; k2˛2 D k2.2; �2; 1/T; k2 ¤ 0；�3 D

1; k3˛3 D k3.2; 1; �2/T; k3 ¤ 0.
(2) 注意到 ˇ1 D ˛3 � ˛2 � ˛1，则 Anˇ D An˛3 � An˛2 � An˛1 D ˛3 � 2n˛2.
(3)

A D .˛1; ˛2; ˛3/

0BB@0

2

1

1CCA .˛1; ˛2; ˛3/�1
D

1

3

0BB@ 4 �2 0

�2 3 �2

0 �2 2

1CCA
3xTAx D 4x2

1 C 3x2
2 C 2x2

3 � 4x1x2 � 4x2x3 D .2x1 � x2/2
C 2.x2 � x3/2

D 0，于是8<:2x1 � x2 D 0

x2 � x3 D 0

:

解得 .x1; x2; x3/ D k.1; 2; 2/T，k 为任意常数.
22.（本题满分 15分）设总体 X 的概率密度为

f .x/ D
�2

2
jxje��jxj; �1 < x < C1

其中未知参数 � > 0，.X1; X2; � � � ; Xn/为来自总体 X 的简单随机样本.
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(1) 求参数 �的矩估计量 O�1.
(2) 求参数 �的最大似然估计量 O�2.

(3) 计算 E
�

1

O�2
1

�
.

解

(1) 注意到

E.X/ D 0;E.X2/ D

Z C1

�1

�2

2
jxj

3e��jxj dx D
6

�2
;

令 E.X2/ D
6

�2
D

1

n

nX
iD1

X2
i ，可得矩估计量 O�1 D

s
6nPn

iD1 X2
i

.

(2) 设样本 .X1; X2; � � � ; Xn/对应的观测值为 .x1; x2; � � � ; xn/，则似然函数为

L.�/ D

nY
iD1

f .xi/ D

nY
iD1

�2

2
jxi je��jxi j

D
�2n

2n
jx1 � � � xnje��

Pn
iD1 jxi j;

取对数得

ln L.�/ D 2n ln � � n ln 2 C ln jx1x2 � � � xnj � �

nX
iD1

jxi j;

于是

d
�

ln L.�/
�

d�
D

2n

�
�

nX
iD1

jxi j D 0 H) � D
2nPn

iD1 jxi j
:

即最大似然估计量为 O�2 D
2nPn

iD1 jXi j
.

(3)

E
�

1

O�2
1

�
D

1

6n
E

� nX
iD1

X2
i

�
D

1

6
E.X2/ D

1

�2
:
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