
2021年考研数学一

一、选择题，1 � 10题，每题 5分，共 50分.

1. 函数 f .x/ D

8<:ex �1

x
; x ¤ 0

1; x D 0
在 x D 0处 ( )

A.连续且取极大值 B.连续且取极小值
C.可导且导数等于零 D.可导且导数不为零
解 显然 f .x/在 x D 0处是连续的，且

lim
x!0

f .x/ � f .0/

x
D lim

x!0

ex �1
x

� 1

x
D lim

x!0
lim
x!0

xC 1
2

x2Co.x2/

x
� 1

x
D

1

2
;

因此选 D.
2. 设函数 f .x; y/可微，且 f .x C 1;ex/ D x.x C 1/2; f .x; x2/ D 2x2 ln x，则 df .1; 1/ D

( )
A. dx C dy B. dx � dy C. dy D. � dy

解 分别在题中两个等式中对 x求导得´
f 0

1.x C 1;ex/ C f 0
2.x C 1;ex/ � ex

D .x C 1/2
C x � 2.x C 1/

f 0
1.x; x2/ C f 0

2.x; x2/ � 2x D 4x ln x C 2x
:

分别在上述两式中取 x D 0和 x D 1得´
f 0

1.1; 1/ C f 0
2.1; 1/ D 1

f 0
2.1; 1/ C 2f 0

2.1; 1/ D 2
;

解得 f 0
1.1; 1/ D 0; f 0

2.1; 1/ D 1，于是 d´ D dy，选 C.

3. 设函数 f .x/ D
sin x

1 C x2
在 x D 0处的 3次泰勒多项式为 ax C bx2

C cx3，则 ( )

A. a D 1; b D 0; c D �
7

6
B. a D 1; b D 0; c D

7

6

C. a D �1; b D �1; c D �
7

6
D. a D �1; b D �1; c D

7

6

1
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解 当 x ! 0时，

sin x

1 C x2
D

�
x �

1

6
x3

C o.x3/

��
1 � x2

C o.x2/
�

D x �
7

6
x3

C o.x3/;

因此 a D 1; b D 0; c D �
7

6
，选 A.

4. 设函数 f .x/在区间 Œ0; 1�上连续，则
Z 1

0

f .x/ dx D ( )

A. lim
n!1

nX
kD1

f
�2k � 1

2n

� 1

2n
B. lim

n!1

nX
kD1

f
�2k � 1

2n

�1

n

C. lim
n!1

2nX
kD1

f
�k � 1

2n

�1

n
D. lim

n!1

2nX
kD1

f
� k

2n

�2

n

解 首先令 f .x/ D 1就可以直接判断选项 A，C，D均不成立，只有 B满足. 其次，在
定积分的定义 Z 1

0

f .x/ dx D lim
�!0C

nX
kD1

f .�k/�xk

中，取 xk D
k

n
，而 �k D

2k � 1

2n
2

�
k � 1

n
;
k

n

�
，就是选项 B.

5. 二次型 f .x1; x2; x3/ D .x1 C x2/2
C .x2 C x3/2

� .x3 � x1/2 的正惯性指数与负惯性

指数依次为 ( )
A. 2; 0 B. 1; 1 C. 2; 1 D. 1; 2

解 首先令 y1 D x1 C x2; y2 D x2 C x3; y3 D x3，则

f .x1; x2; x3/ D y2
1 C y2

2 � .y1 � y2/2
D 2y1y2:

再令 y1 D ´1 C´2; y2 D ´1 �´2; y3 D ´3，则 2y1y2 D 2.´1 C´2/.´1 �´2/ D 2´2
1 �2´2

2，

选 B.

6. 已知 ˛1 D

0@1

0

1

1A; ˛2 D

0@1

2

1

1A; ˛3 D

0@3

1

2

1A，已知 ˇ1 D ˛1; ˇ2 D ˛2 � kˇ1; ˇ3 D

˛3 � l1ˇ1 � l2ˇ2，若 ˇ1; ˇ2; ˇ3两两正交，则 l1; l2依次为 ( )

A.
5

2
;
1

2
B. �

5

2
;
1

2
C.

5

2
; �

1

2
D. �

5

2
; �

1

2
解 这里就是求斯密特正交化的系数，其中

k D
.˛2; ˛1/

.˛1; ˛1/
D

2

2
D 1; l1 D

.˛3; ˇ1/

.˛1; ˇ1/
D

5

2
; l2 D

.˛3; ˇ2/

.˛2; ˇ2/
D

1

2
;

选 A.
7. 设 A; B 为 n阶矩阵，下列不成立的是 ( )

A. r

�
A O

O ATA

�
D 2r.A/ B. r

�
A AB

O AT

�
D 2r.A/

C. r

�
A BA

O AAT

�
D 2r.A/ D. r

�
A O

BA AT

�
D 2r.A/

2
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解 对任意矩阵 A; B 有 r

�
A O

O B

�
D r.A/ C r.B/，且 r.A/ D r.AT/ D r.ATA/ D

r.AAT/. 于是

r

�
A O

O ATA

�
D r.A/ C r.ATA/ D 2r.A/;

选项 A正确. 对选项 B和 D，利用分块矩阵的初等变换可得�
A AB

O AT

��
E �B

O E

�
D

�
A O

O AT

�
;

�
E O

�B E

��
A O

BA AT

�
D

�
A O

O AT

�
;

初等变换不改变矩阵的秩，于是 B和 D都是对的，注意初等变换的左行右列原则，C
是不成立的. 我们给出一个 C的反例：

A D

�
1 1

0 0

�
; B D

�
0 1

1 0

�
;

�
A BA

O AAT

�
D

0BB@
1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 2 0

0 0 0 0

1CCA:

8. 设 A; B 为随机事件，且 0 < P.B/ < 1，下列命题中为假命题的是 ( )
A.若 P.AjB/ D P.A/，则 P.Aj xB/ D P.A/

B.若 P.AjB/ > P.A/，则 P. xAj xB/ > P. xA/

C.若 P.AjB/ > P.Aj xB/，则 P.AjB/ > P.A/

D.若 P.AjA [ B/ > P. xAjA [ B/，则 P.A/ > P.B/

解 首先取 A D B 可以直接得出 D为假命题. 对选项 A，P.AjB/ D P.A/说明 A; B

独立，自然有 A; xB 也独立，于是 P.Aj xB/ D P.A/. 对选项 B有

P.AjB/ > P.A/ , P.AB/ > P.A/P.B/

, P.A/ � P.AB/ < P.A/ � P.A/P.B/

, P.A xB/ < P.A/P. xB/

, P. xB/ � P.A xB/ > P. xB/ � P.A/P. xB/

, P. xA xB/ > P. xA/P. xB/

, P. xAj xB/ > P. xA/:

对选项 C¬有

P.AjB/ > P.Aj xB/ ,
P.AB/

P.B/
>

P.A xB/

P. xB/

, P.AB/P. xB/ > P.B/P.A xB/

, P.AB/
�
1 � P.B/

�
> P.B/

�
P.A/ � P.AB/

�
, P.AB/ > P.A/ , P.AjB/ > P.A/:

¬这个选项其实就是 2017年数学一的第 7题.

3
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9. 设 .X1; Y1/; .X2; Y2/; � � � ; .Xn; Yn/ 为来自总体 N.�1; �2；�2
1 ; �2

2；�/ 的简单随机样本，

令 � D �1 � �2，xX D
1

n

nX
iD1

Xi ; xY D
1

n

nX
iD1

Y; O� D xX � xY，则 ( )

A. O� 是 � 的无偏估计，D. O�/ D
�2

1 C �2
2

n

B. O� 不是 � 的无偏估计，D. O�/ D
�2

1 C �2
2

n

C. O� 是 � 的无偏估计，D. O�/ D
�2

1 C �2
2 � 2��1�2

n

D. O� 不是 � 的无偏估计，D. O�/ D
�2

1 C �2
2 � 2��1�2

n
解 直接计算得 E. O�/ D E. xX/ � E. xY / D �1 � �2，因此 O� 是 � D �1 � �2 的无偏估

计，且

D. O�/ D D. xX � xY / D D. xX/ C D. xY / � 2 Cov. xX; xY /

D
�2

1

n
C

�2
2

n
� 2 Cov

 
1

n

nX
iD1

Xi ;
1

n

nX
iD1

Yi

!

D
�2

1

n
C

�2
2

n
�

2

n2
Cov

 
nX

iD1

Xi ;

nX
iD1

Yi

!
D

�2
1

n
C

�2
2

n
�

2

n2

nX
iD1

Cov.Xi ; Yi/

D
�2

1

n
C

�2
2

n
�

2

n2
� n Cov.X1; Y1/

D
�2

1

n
C

�2
2

n
�

2

n
��1�2;

选 C.
10.设 X1; X2; � � � ; X16 是来自总体 N.�; 4/ 的简单随机样本，考虑假设检验问题：H0 W

� 6 10; H1 W � > 10，˚.x/ 表示标准正态分布函数，若该检验问题的拒绝域为

W D ¹ xX > 11º，其中 xX D
1

16
Xi，则 � D 11:5 时，该检验犯第二类错误的概率为

( )
A. 1 � ˚.0:5/ B. 1 � ˚.1/ C. 1 � ˚.1:5/ D. 1 � ˚.2/

解 第二类错误是取伪，也就是在 H0 为假的情况下我们接受了 H0. 现在拒绝域为
W D ¹ xX > 11º，那么接受域为 ¹ xX < 11º，且 � D 11:5，那么所求的概率为

P. xX < 11j� D 11:5/ D P

 p
16. xX � 11:5/

2
<

p
16.11 � 11:5/

2

!
D P

 p
16. xX � 11:5/

2
< �1

!
D ˚.�1/ D 1 � ˚.1/:

4
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二、填空题，11 � 16题，每题 5分，共 30分.

11.
Z C1

0

dx

x2 C 2x C 2
D .

解

Z C1

0

dx

x2 C 2x C 2
D

Z C1

0

dx

.x C 1/2 C 1
D arctan.x C 1/

ˇ̌C1

0
D

π
4
.

12.设函数 y D y.x/由参数方程

´
x D 2et

Ct C 1

y D 4.t � 1/et
Ct2

确定，则
d2y

dx2

ˇ̌̌̌
tD0

D .

解
d2y

dx2

ˇ̌̌̌
tD0

D
y 00.t/x0.t/ � x00.t/y 0.x/

x02.t/

ˇ̌̌̌
tD0

D
2

3
.

13.欧拉方程 x2y 00
C xy 0

� 4y D 0满足条件 y.1/ D 1; y 0.1/ D 2的解为 y D .

解 令 x D et，则 y 0
D

dy

dt

.dx

dt
D e�t dy

dt
D

1

x

dy

dt
，进一步，

y 00
D

d
dx

�
dy

dx

�
D

d
dt

�
dy

dx

�.dx

dt

D

�
�e�t dy

dt
C e�t d2y

dt2

�.
et

D
1

x2

�
dy

dt
C

d2y

dt2

�
:

代入原方程得

x2y 00
C xy 0

� 4y D
d2y

dt2
� 4y D 0;

解此二阶常系数线性方程得 y D C1 e2t
CC2 e�2t

D C1x2
C

x2

x2
，结合条件 y.1/ D

1; y 0.1/ D 2得 C1 D 1; C2 D 0，于是特解为 y D x2.
14.设 † 为空间区域 ¹.x; y; ´/jx2

C 4y2 6 4; 0 6 ´ 6 2º 表面的外侧，则曲面积分“
†

x2 dy d´ C y2 d´ dx C ´ dx dy D .

解 设 †所包围的区域为 �，利用高斯公式及对称性可得“
†

x2 dy d´ C y2 d´ dx C ´ dx dy D

•
�

.2x C 2y C 1/ dx dy d´

D

•
�

dx dy d´ D 2π � 2 D 4π:

15.设 A D .aij /为 3阶矩阵，Aij 为代数余子式，若 A的每行元素之和为 2，且 jAj D 3，

则 A11 C A21 C A31 D .
解 记 x D .1; 1; 1/T，由条件得

Ax D 2x ) A�Ax D 2A�x ) 3x D 2A�x ) A�x D
3

2
x;

即 A�的每行的和为
3

2
，A11 C A21 C A31 D

3

2
.

5

yuxtech.github.io


我的博客：yuxtech.github.io 我的公众号：向老师讲数学

16.甲、乙两个盒子中有 2个红球和 2个白球，从甲盒中任取一球，观察颜色后放入乙盒，
再从乙盒中任取一球，令 X; Y 分别表示从甲盒和乙盒中取到的红球的个数，则 X 与

Y 的相关系数为 .
解 由题意可得 X; Y 的联合分布为

X
Y 0 1

0
3

10

1

5

1
1

5

3

10

于是 E.X/ D E.Y / D
1

2
; E.XY / D

3

10
; D.X/ D D.Y / D

1

4
，因此

�X;Y D
E.XY / � E.X/E.Y /p

D.X/D.Y /
D

1

5
:

三、解答题，17 � 22题，共 70分.

17.（本题满分 10分）

计算极限 lim
x!0

 
1 C

R x

0
et2

dt

ex �1
�

1

sin x

!
.

解 注意到当 x ! 0时，

sin x D x C o.x2/;

Z x

0

et2

dt D x C o.x/; ex
�1 D x C

1

2
x2

C o.x2/:

则

lim
x!0

 
1 C

R x

0
et2

dt

ex �1
�

1

sin x

!
D lim

x!0

sin x
�
1 C

R x

0
et2

dt
�

� .ex �1/

sin x.ex �1/

D lim
x!0

�
x C o.x2/

��
1 C x C o.x/

�
� x �

1
2
x2 C o.x2/

x2

D lim
x!0

x C x2 � x �
1
2
x2 C o.x2/

x2
D

1

2
:

18.（本题满分 12分）

设 un.x/ D e�nx
C

xnC1

n.n C 1/
，求级数

1X
nD1

un.x/的收敛域及和函数.

解 首先，
1X

nD1

un.x/ D

1X
nD1

e�nx
C

1X
nD1

xnC1

n.n C 1/
D S1.x/ C S2.x/:

6
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其中

S1.x/ D

1X
nD1

e�nx
D

e�x

1 � e�x
D

1

ex �1
;

其收敛域为 x > 0.

而对于
1X

nD1

xnC1

n.n C 1/
，易知其收敛半径为 1，且 x D ˙1 时级数也是收敛的. 当 x 2

Œ0; 1/时，

S2.x/ D

1X
nD1

xnC1

n
�

1X
nD1

xnC1

n C 1
D x

1X
nD1

xn

n
�

1X
nD2

xn

n

D �x ln.1 � x/ �
�

� ln.1 � x/ � x
�

D x C .1 � x/ ln.1 � x/:

由于级数在 x D 1也收敛，从而它在 x D 1处左连续，即 S.1/ D lim
x!1�

S.x/ D 1.

综上所述，级数
1X

nD1

un.x/的收敛域为 .0; 1�，且

1X
nD1

un.x/ D

8̂<̂
:

1

ex �1
C x C .1 � x/ ln.1 � x/; 0 < x < 1

1

e�1
C 1; x D 1

:

19.（本题满分 12分）

已知曲线 C W

´
x2

C 2y2
� ´ D 6

4x C 2y C ´ D 30
，求曲线 C 上的点到 xOy 坐标面距离的最大值.

解 点 .x; y; ´/到 xOy 坐标面的距离就是 j´j，所以只需求 ´的取值范围即可，根据

条件可得 ´
x2

C 2y2
D 6 C ´

4x C 2y D 30 � ´
;

那么由 .16 C 2/.x2
C 2y2/ > .4x C 2y/2可得

18.6 C ´/ > .30 � ´/2;

解得 12 6 ´ 6 66，且取等条件为
x2

16
D

2y2

2
，当 x D �8; y D �2时，́ D 66，因此所

求的最大距离 .�8; �2; 66/到 xOy 面的距离，最大值为 66.
20.（本题满分 12分）

设 D � R2 是一个平面单连通区域，令 I.D/ D

“
D

.4 � x2
� y2/dxdy，设 I.D/取得

最大值的区域为D1.

计算 I.D1/；(1)

计算
Z

@D1

.x ex2C4y2

Cy/dx C .4y ex2C4y2

�x/dy

x2 C 4y2
，其中 @D1是D1的正向边界.(2)

7
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解 (1)首先可知区域D1为 x2
C y2 6 4，于是

I.D1/ D

“
x2Cy264

.4 � x2
� y2/dxdy

D

Z 2π

0

d�

Z 2

0

.4 � r2/rdr D 8π:

(2)令

P D
x ex2C4y2

Cy

x2 C 4y2
; Q D

4y ex2C4y2

�x

x2 C 4y2
:

直接计算可得

@P

@y
D

@Q

@x
D

8xy ex2C4y2

.x2 C 4y2 � 1/ C x2 � 4y2

.x2 C 4y2/2
:

设曲线 L1 为 x2
C 4y2

D r2，方向为逆时针，r 充分小，使得 L1 在 D1 的内部，且设

L1与 @D1所围成的区域为D2，L1所包围的区域为D3，则利用格林公式，可得Z
@D1

P dx C Q dy D

Z
@D1CL�

1

P dx C Q dy C

Z
L1

P dx C Q dy

D

“
D2

�
@Q

@x
�

@P

@y

�
dx dy C

Z
L1

P dx C Q dy

D 0 C
1

r2

Z
L1

.x ex2C4y2

Cy/dx C .4y ex2C4y2

�x/dy

D
1

r2

“
D3

.�1 � 1/ dx dy

D
1

r2
� .�2/ � r �

r

2
D �π:

21.（本题满分 12分）

设矩阵 A D

0@ a 1 �1

1 a �1

�1 �1 a

1A.

求正交矩阵 P，使 PTAP 为对角矩阵；(1)

求正定矩阵 C，使 C 2
D .a C 3/E C A，其中 E 为 3阶单位矩阵.(2)

解 (1)先求 A的特征值，

j�E � Aj D

ˇ̌̌̌
ˇ̌� � a �1 1

�1 � � a 1

1 1 � � a

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

�
� � .a � 1/2

��
� � .a C 2/

�
D 0;

于是 �1 D �2 D a � 1; �3 D a C 2.

8
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对 �1 D �2 D a � 1，解方程组
�
.a � 1/E � A

�
x D 0得两个正交的单位特征向量

˛1 D
1

p
2

.1; 0; 1/; ˛2 D
1

p
6

.1; �2; �1/:

对 �3 D a C 2，解方程
�
.a C 2/E � A

�
x D 0 得一个单位特征向量 ˛3 D

1
p

3
.1; 1; �1/T.

令 P D .˛1; ˛2; ˛3/ D

0BBBBB@
1

p
2

1
p

6

1
p

3

0 �
2

p
6

1
p

3
1

p
2

�
1

p
6

�
1

p
3

1CCCCCA，则

PTAP D P�1AP D

0@a � 1 0 0

0 a � 1 0

0 0 a C 2

1A:

(2) .a C 3/E � A的特征值为 4; 4; 1，因此

PT�.a C 3/E � A
�
P D

0@4 0 0

0 4 0

0 0 1

1A;

于是

C 2
D P

0@4 0 0

0 4 0

0 0 1

1APT
D P

0@2 0 0

0 2 0

0 0 1

1APTP

0@2 0 0

0 2 0

0 0 1

1APT:

其中 C D P

0@2 0 0

0 2 0

0 0 1

1APT
D

1

3

0@ 5 �1 1

�1 5 1

1 1 5

1A是正定矩阵.

22.（本题满分 12分）
在区间 .0; 2/上随机取一点，将该区间分成两段，较短的一段长度记为 X，较长一段

的长度记为 Y . 令 Z D
Y

X
.

求 X 的概率密度；(1)

求 Z 的概率密度；(2)

求 E
�X

Y

�
.(3)

解 (1)设分成的两段区间长度分别为 X1; X2，则

X1 C X2 D 2; X D min¹X1; X2º D min¹X1; 2 � X1º; Y D 2 � X;
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且 X1 � U.0; 2/. 那么 X 的分布函数为

FX.x/ D P.X 6 x/ D P
�

min¹X1; 2 � X1º 6 x
�

D 1 � P
�

min¹X1; 2 � X1º > x
�

D 1 � P.X1 > x; 2 � X1 > x/

D 1 � P.x < X1 < 2 � x/

D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

0; x 6 0

1 �

Z 2�x

x

1

2
dt D x; 0 < x < 1

1; x > 1

:

所以 X 的概率密度为 fX.x/ D

´
1; 0 < x < 1

0; 其他
.

(2) Z D
Y

X
D

2 � X

X
，注意到 ´ D

2 � x

x
D

2

x
� 1在 .0; 1/上单调可导，那么利用公式

法可得 Z 的概率密度为

fZ.´/ D

8<:fX

� 2

´ C 1

�
�

2

.´ C 1/2
D

2

.´ C 1/2
; ´ > 1

0; ´ 6 1

:

(3)

E
�X

Y

�
D E

� 1

Z

�
D

Z C1

1

2

´.´ C 1/2
d´

D 2

Z C1

0

�
1

´
�

1

´ C 1
�

1

.´ C 1/2

�
d´ D 2 ln 2 � 1:
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