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前言

数学从整数开始，接下来是分数，零，以及负数. 尝试提取三次多项式的根导致了虚
数单位 i D

p
�1，其名字暗示着一些虚拟和可疑的东西. 除了复数之外，四元数还包括

三个非交换单位. 向量源于需要追踪多个标量，例如平面或三维空间中的坐标.
矩阵在向量上表示线性函数，在科学和工程中有着极其重要的实际意义，且平凡的

矩阵–向量方程组 Ax D b 很可能是在所有数值计算中最重要的方程. 一个偏微分方程
的解可能需要一个阶数为数千或数百万的矩阵 A，而代表网站相互依赖性的 Google页
面排名矩阵的顺序是几十亿. 大矩阵表示实际问题，其解决方案需要大量计算资源和创
新算法. 矩阵是现代计算的必需品.

在这本独特而迷人的书中，Vasile Pop和 Ovidiu Furdui避免使用大矩阵，而是将注
意力集中在最简单的情况下，即 2 � 2的矩阵. 这就提出了两个问题：为什么要考虑这样
的特殊情况？2 � 2矩阵有多少有趣的数学？第二个问题有一个简洁的答案：数量惊人.
第一个问题需要更多的讨论.

由于一个 2 � 2矩阵有四项，这本书致力于研究由四元实数组构成的数学结构的性

质. 例如，矩阵 A D

�
1 2

�2 1

�
给出了复数 1 C 2i的一种表示. 进一步，用 B D

�
3 4

�4 3

�
来表示 3 C 4i，那么 A C B 就表示 4 C 6i. 类似地，AB 表示 .1 C 2i/.3 C 4i/，而 A�1表示

1
1C2i . 因此，2 � 2矩阵可以用来表示和处理复数，完全不需要虚数单位 i.

作为 2 � 2矩阵的一个具体应用，向量微分方程 x0 D Ax; A D

�
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�!2
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�
代表了

自然频率为 !n 的简谐振动. 扩展矩阵 A D

�
0 1

�!2
n �2�!n

�
包括了阻尼振动，其中 � 为

阻尼比. 特殊情形 A D

�
0 1

0 0

�
拟合了没有弹簧或缓冲器的物体. 注意到 A非零但满足

A2 D O，A是幂零的. 没有一个非零的实数、复数或四元数的标量是幂零的，这个观察
表明矩阵具有标量不具备的性质.
这本书的概念和范围是创新的，内容令人兴奋. 它表明一个“简单”的设置可以说明

和展示丰富而有用的数学结构的美丽和错综复杂. 这本书的作者以发展和解决数学问
题闻名于世，收集了大量的问题、想法和技巧. 我在期待 n � n矩阵的续集. 读了这本好
书，亲爱的读者，我确信你们一定会和我一样期待.

Ann Arbor，MI，USA Dennis S. Bernstein
2016年 8月
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序言

这本书是作者在过去十年里在教授线性代数课程，为学生准备大学入学考试，以及

为国家和国际学生竞赛如 Traian Lalescu，罗马尼亚数学竞赛，Seemous和 IMC的工作成
果.

本书的目标是全面而详细地讨论与二阶矩阵理论和二维向量空间理论有关的所有

重要课题以及研究平面几何、二次代数曲线、二次曲线，把微积分的初等函数推广到矩

阵的函数，以及矩阵微积分在数学分析中的应用.

我们认为，这本书专门讨论矩阵微积分在二阶矩阵中的应用，在著作中是必要

的，原因如下：

这也许是著作中第一本集理论、应用和涉及二阶矩阵的问题的书；

这本书的写作方式对任何有数学背景的人来说都是易懂的；

题目和问题自然扩展到 n 阶矩阵，书中的技术和思想非常新颖，可用于线性代

数；

大量不同难度的问题，从简单到困难且富有挑战性，为读者学习线性代数和矩阵

理论的基础知识提供了一个有价值的来源；

书中的思想和问题都是独到的，很多由作者在罗马尼亚期刊（数学公报 B和数
学公报 A）和国外期刊（美国数学月刊、数学杂志、大学数学杂志）以及其他杂
志上提出的问题将首次在著作中看到出版的曙光.

这本书是写给谁的？

你，读者，喜欢矩阵理论的人，还有那些还没有机会被介绍到矩阵的迷人世界的人.
这本书是面向那些希望学习矩阵理论的基础知识的高中生，以及想学习线性代数和矩

阵理论初步的本科生，这是一个在当今世界所有的大学教授的基本课题.
我们还将这本书推荐给希望了解矩阵上某种技术应用的一年级和二年级的研究生，

对于正在准备线性代数预科考试的博士生，以及任何愿意探索本书中的策略并品味涉

及二阶矩阵的精彩问题的任何人.
我们也向专业人士和非专业人士推荐这本书，他们可以在一本书中找到所有你需

要知道的东西，从 ABC到二阶矩阵的最高级主题，以及它们与数学分析和线性代数的
联系.

这本书是参加线性代数课程的学生和准备普特南、塞穆斯和国际大学生数学竞赛

等数学竞赛的学生的必备品.
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这本书可以被我们在高中教初等矩阵理论的同僚，或大学里教线性代数的老师，以

及那些为学生准备数学竞赛的人使用.

为什么要写一本二阶矩阵的书？

首先，因为在任何一门线性代数课上，学生们都与矩阵打交道，而最简单的就是

二阶矩阵；

第二，由于矩阵理论中有许多漂亮的结果，参见第 1章的行列式公式，这些公式
只适用于 2阶矩阵，其推广到 n维矩阵时就失去了优雅性和简洁性，以及它们证

明的技巧.

第三，因为在数学中，人们首先需要理解简单的东西，而线性代数中最简单的是

二阶矩阵.

第四，因为作者想把二阶矩阵及其应用的所有知识集中在一本书中，以帮助学生

和教师．尽管许多关于线性代数的优秀书籍都有一章或专门章节专门讨论二阶

矩阵，但在这本书中，读者需要掌握关于矩阵理论最基本内容的所有公式.

这本书提供了一个不寻常的问题集合，专门研究二阶矩阵，比较罕见.这些问题的
难度各不相同，从最简单的计算矩阵的 n次方到最高级的如第 4章中的问题. 这本书中
的大部分问题都是新的和原创的，而且是第一次出版. 其他的灵感来自西方文学中没有
的几本书 [47, 48, 50, 51]. 一些问题的另一个重要灵感来源是著名的罗马尼亚期刊数学
公报，罗马尼亚最古老的数学出版物，第一期出版于 1895年，以及世界上第一本有问题
专栏的数学杂志．我们并不主张本卷所包含的所有问题的独创性，而且我们知道有些习

题和结论是已知的或非常陈旧的.
我们详细地解决了大部分问题，但也有一些练习没有解决. 这是因为我们想激励读

者不要遵循我们解决问题的技巧，而是开发自己的解题方法. 有几个问题是挑战性问题，
这些新的问题和新的解决方案可以激发读者的创造性发现和证明.
这本书的内容

这本书有六章，还有两个附录.
在第 1章中，我们回顾了基本结论和定义，并给出了特殊矩阵的结构，如幂等矩阵、

幂零矩阵、对合矩阵、反对合矩阵和正交矩阵. 我们还讨论了矩阵的中心化子. 这一章包
含行列式计算的特殊问题，以及一些经典代数结构的练习，如群、环、矩阵域及其性质.
第 2章讨论著名的 Cayley–Hamilton定理，以及它的相关问题，Jordan标准形，特殊

矩阵的实标准形和有理标准形. 此外，本章还包含一个名为 quickies的部分，它是关于一
些具有难以预料的简洁解决方案的问题.

第 3章给出了矩阵的 n次方的计算公式，研究了由线性和等交比的递归关系定义的

序列，求解了二项矩阵方程，并回顾了著名的 Pell方程. 本章有一节专门讨论二项式方
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程 Xn D aI2; a 2 R�，我们认为这是第一次出现在著作中. 这些问题是新颖和独创性的，
请参阅有关 Viéte公式的二次矩阵方程的问题，并挑战读者探索整个章节中讨论的工具.

第 4章，这本书的精华，是矩阵理论和数学的混合体分析. 本章包含矩阵的数列和
级数，初等的矩阵函数，并在著作中（我们相信是）首次引入矩阵的 Riemann–zeta函数
和 Gamma函数. 各种各样的问题，从指数函数的计算，微分方程组求解，到一重或二重
矩阵积分，以及 Frullani矩阵积分的计算.

第 5章，在著作中独树一帜，是关于平面的特殊线性应用，如投影和反射及其基本
性质的研究. 本章中的大部分问题都是线性代数的瑰宝，都是第一次出现在著作中.

在第 6章中，我们使用 Jordan标准形将二次代数曲线（圆锥曲线）约化为它们的标
准形. 这一章中的问题既不是标准的，也不是已知的：它们的范围从约化圆锥曲线为它
的标准形式，到极值问题的研究，甚至是椭圆域上二重积分的计算.
附录 A包含了一系列的主题，从线性代数，如矩阵的指数函数和三角函数的计算，

到经典分析的主题，如非标准级数的计算和两个新的分析中的 Frullani积分的讨论.
在附录 B，但愿是新颖的线性代数，我们解决三角矩阵方程，并邀请读者进一步探讨

这些主题.
这本书旨在吸引新手，迷惑专家，激发所有人的想象力. 它包含了矩阵理论中一系

列不寻常的问题，我们认为这些问题很精彩. 问题是否很精彩（我们相信是的!），当然这
是由你们读者来决定的. 我们希望你们会喜欢这些问题和理论.

声明

我们对来自奥尔阿斯蒂的 Ioan Şerdean教授表示感谢，他为本书提供了参考资
料.

非常感谢 Alina Sîntămărian，她阅读了本书的大部分内容，并帮助我们改进了
本材料的呈现方式. 她还提供了参考资料，并协助第二作者解决排版过程中出现的
各种问题. Alina还负责使用 GeoGebra软件包绘制本书中的所有图形-，再次感谢

她在编写本书过程中提出的宝贵意见.
-译者将会用TikZ把插图全部重新绘制.

谢谢大家，享受精彩的 2 � 2矩阵！！！

Cluj-Napoca， Romania Vasile Pop
2016年 6月 Ovidiu Furdui
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记号

N 自然数集（N D ¹1; 2; 3; � � � º）

Z 整数集（Z D ¹� � � ; �2; �1; 0; 1; 2; � � � º）

Q 有理数集

Q� 非零有理数集（Q� D Qn¹0º）

R 实数集

R� 非零实数集（R� D Rn¹0º）

R 扩充实数集（R D R [ ¹�1; C1º）

C 复数集

C� 非零复数集（C� D Cn¹0º）

<.´/ 复数 ´的实部

=.´/ 复数 ´的虚部�
n

k

�
由指标 n和 k 确定的二项式系数，它等于二项式幂 .1 C x/n 的展

开式中 xk 的系数

M2.F / 二阶矩阵，其中的元来自F 2 ¹Z;Q;R;Cº

GL2.C/ 可逆矩阵的集合

SL2.C/ 特殊线性群

AT A的转置

A A的共轭

Tr.A/ A的迹

det A A的行列式

A�1 A的逆

A� A的伴随矩阵，也记为 adj.A/

R˛ 角度为 ˛的旋转矩阵，即 R˛ D
�

cos ˛ � sin ˛
sin ˛ cos ˛

�
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JA 矩阵 A的 Jordan标准形
.Fn/n>0 Fibonacci数列 F0 D 0; F1 D 1; FnC1 D Fn C Fn�1; n > 1

.Ln/n>0 Lucas数列 L0 D 2; L1 D 1; LnC1 D Ln C Ln�1; n > 1

AX D �X; X ¤ 0 特征值–特征向量方程
�.A/ A的谱半径

Spec.A/ A 2 M2.C/的谱

V1 ˚ V2 向量（子）空间 V1与 V2的直和

Ker fA 线性映射 fA的核

Im fA 线性映射 fA的像

Hn 第 n个调和数Hn D 1 C 1=2 C 1=3 C � � � C 1=n

�.3/ Apéry常数 �.3/ D
P1

nD1 1=n3 D 1:2020569031 � � �

� Riemann zeta函数 �.´/ D
P1

nD1 1=n´ D 1 C 1=2´ C 1=3´ C � � � C

1=n´ C � � � ; <.´/ > 1

Li2 二重对数函数 Li2.´/ D
P1

kD1 ´k=nk D �
R ´

0
ln.1�t/

´
dt; j´j 6 1

Lin 多重对数函数 Lin.´/ D
P1

kD1 ´k=k2 D
R ´

0
Lin�1.t/

t
dt; j´j 6 1 且

n ¤ 1; 2

� Euler Gamma函数 �.´/ D
R1

0
x´�1 e�x dx; <.´/ > 0
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第
1
章

二阶矩阵

Any work has mistakes. Mistakes are an incentive to
do better. There comes a day when the worker dies but the
world has used his work and the pain that brought a new
work.

Nicolae Iorga（1871–1940）

1.1 定义与记号

定义 1.1 设 F 是一个实数集或复数集. 一个以 F 中的数为元的二阶矩阵，我们可以理

解为一个有两行两列的数组

A D

�
a11 a12

a21 a22

�
;

其中 aij 2 F; i; j 2 ¹1; 2º，称为矩阵 A的元.
有序对 .a11; a22/称为 A的主对角线，有序对 .a12; a21/称为 A的副对角线.
一个二阶矩阵可以记为 A D .aij /i;j D1;2，所有复二阶矩阵构成的集合记为M2.C/.

在这个集合中，我们区分以下子集

M2.Z/ � M2.Q/ � M2.R/ � M2.C/:

如果 A D .aij /i;j D1;2; B D .bij /i;j D1;2，则我们说 A D B 当且仅当 aij D bij 对所有

的 i; j 2 ¹1; 2º成立.
定义 1.2 矩阵的加法. 设 A; B 2 M .C/，

A D

�
a11 a12

a21 a22

�
且 B D

�
b11 b12

b21 b22

�
:

矩阵 A与 B 的和 A C B 为矩阵

A C B D

�
a11 C b11 a12 C b12

a21 C b21 a22 C b22

�
:

1
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我们给出下面关于矩阵加法的性质，可以直接通过计算验证.
引理 1.1 下面的等式成立：

(a)（交换律）A C B D B C A; 8 A; B 2 M2.C/；

(b)（结合律）.A C B/ C C D A C .B C C /; 8A; B; C 2 M2.C/；

(c)（零元）零矩阵

O2 D

�
0 0

0 0

�
满足等式 A C O2 D O2 C A D A; 8A 2 M2.C/；

(d)（负元）8A 2 M2.C/，存在 �A 2 M2.C/使得 A C .�A/ D .�A/ C A D O2. 如果
A D .aij /i;j D1;2，则 �A D .�aij /i;j D1;2.

注 1.1 引理 1.1说明
�
M2.Z/; C

�
;
�
M2.Q/; C

�
;
�
M2.R/; C

�
和
�
M2.C/; C

�
是 Abel群.

定义 1.3 矩阵的乘法.
设 A; B 2 M2.C/，

A D

�
a11 a12

a21 a22

�
且 B D

�
b11 b12

b21 b22

�
:

矩阵 A与 B 的乘积 AB 定义为

AB D

�
a11b11 C a12b21 a11b12 C b12b22

a21b11 C a22b21 a21b12 C a22b22

�
:

换句话说，矩阵 AB 的 .i; j /元是将 A的第 i 行的对应元与 B 的第 j 列的对应元

相乘以后相加所得.
一般地，矩阵的乘法是不可交换的，即 AB ¤ BA. 例如，如果

A D

�
1 2

�1 0

�
且 B D

�
2 1

1 2

�
;

则

AB D

�
4 5

�2 �1

�
¤

�
1 4

�1 2

�
D BA:

我们给出下面关于矩阵乘法的性质，可以直接通过计算验证.
引理 1.2 下面的等式成立：

(a)（结合律）.AB/C D A.BC /; 8A; B; C 2 M2.C/；

(b)（左分配律）A.B C C / D AB C AC; 8A; B; C 2 M2.C/；

(c)（右分配律）.A C B/C D AC C BC; 8A; B; C 2 M2.C/；

2
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(d)（单位元）单位矩阵

I2 D

�
1 0

0 1

�
满足等式 AI2 D I2A D A; 8A 2 M2.C/.

注 1.2 引理 1.2说明
�
M2.Q/; �

�
;
�
M2.R/; �

�
和
�
M2.C/; �

�
是含幺半群.

且引理 1.1和引理 1.2说明
�
M2.Q/; C; �

�
;
�
M2.R/; C; �

�
是含零元 O2 和单位元 I2

的非交换环.
由于矩阵乘法满足引理 1.2中的 (a)，我们可以定义矩阵 A 2 M2.C/的幂：A0 D I2

（如果 A ¤ O2），A1 D A; A2 D A � A; A3 D A2 � A; � � � ; An D An�1A; n 2 N.
定义 1.4 矩阵的数乘.

设 ˛ 2 C且 A 2 M2.C/，

A D

�
a11 a12

a21 a22

�
:

复数 ˛与矩阵 A的乘积定义为

˛A D

�
˛a11 ˛a12

˛a21 ˛a22

�
:

引理 1.3 下面的等式成立：

(a) .˛ C ˇ/A D ˛A C ˇA; 8˛; ˇ 2 C; 8A 2 M2.C/；

(b) ˛.A C B/ D ˛A C ˛B; 8˛ 2 C; 8A; B 2 M2.C/；

(c) ˛.ˇA/ D .˛ˇ/A; 8˛; ˇ 2 C; 8 A 2 M2.C/；

(d) 1 � A D A; 8A 2 M2.C/.

注 1.3 引理 1.3中的性质说明群
�
M2.Q/; C

�
;
�
M2.R/; C

�
和
�
M2.C/; C

�
分别是 Q;R

和 C上的向量空间.
定义 1.5 对角矩阵和三角矩阵.

(1) 形如
�

a 0

0 d

�
2 M2.C/的矩阵叫做对角矩阵；

(2) 形如
�

a b

0 d

�
2 M2.C/或

�
a 0

c d

�
2 M2.C/的矩阵叫做三角矩阵.

我们分别用记号M2;1.C/和M1;2.C/表示复元的列向量和行向量的集合.
向量的运算

如果 C1 D

�
x1

y1

�
且 C2 D

�
x2

y2

�
，则

C1 C C2 D

�
x1 C x2

y1 C y2

�
且 ˛C1 D

�
˛x1

˛y1

�
; ˛ 2 C:

3
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我们可以验证在引理 1.3中性质对于向量也是同样成立的，我们有M2;1.C/; M2;1.R/

和M2;1.Q/ 分别是 C;R 和 Q 上的向量空间. 它们的维数是 2，且有标准正交基 B D

¹E1; E2º，其中 E1 D

�
1

0

�
; E2 D

�
0

1

�
.

定义 1.6 向量空间M2;1.C/; M2;1.R/; M2;1.Q/的基.

向量 X1 D

�
x1

y1

�
和 X2 D

�
x2

y2

�
构成M2;1.C/的一组基当且仅当对任意向量 X D�

x

y

�
2 M2;1.C/，存在唯一的 ˛1; ˛2 2 C使得 X D ˛1X1 C ˛2X2.

注意. 向量 E1 D

�
1

0

�
和 E2 D

�
0

1

�
构成了M2;1.C/的一组基，称为标准基. 任意

向量 X D

�
x

y

�
2 M2;1.C/可以唯一写成 X D xE1 C yE2.

引理 1.4 两个向量 X1 D

�
x1

y1

�
和 X2 D

�
x2

y2

�
构成 M2;1 的一组基当且仅当矩阵

P D

�
x1 x2

y1 y2

�
2 M2.C/是可逆的（det P ¤ 0），此时 P 称为从标准基 B D ¹E1; E2º

到基B0 D ¹X1; X2º的过渡矩阵.

证 由定义，向量 X1 和 X2 构成 M2;1.C/ 的一组基当且仅当任意向量 X D

�
x

y

�
2

M2;1.C/，存在唯一的标量 ˛1; ˛2 2 C使得 ˛1X1 C ˛2X2 D X ,´
˛1x1 C ˛2x2 D x

˛1y1 C ˛2y2 D y
, P

�
˛1

˛2

�
D

�
x

y

�
:

如果 P 是可逆的，即 det P ¤ 0，我们得到唯一解为
�

˛1

˛2

�
D P �1

�
x

y

�
. 如果

det P D 0，则关于 ˛1; ˛2的方程组 P

�
˛1

˛2

�
D

�
0

0

�
有无穷多解. �

向量乘法

一个行向量与一个矩阵

如果

v D

�
v1

v2

�
且

�
a11 a12

a21 a22

�
;

则

vTA D .v1 v2/

�
a11 a12

a21 a22

�
D .v1a11 C v2a21 v1a12 C v2a22/；

4

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

一个矩阵与一个列向量

如果 �
a11 a12

a21 a22

�
且 C D

�
c1

c2

�
;

则

AC D

�
a11 a12

a21 a22

��
c1

c2

�
D

�
a11c1 C a12c2

a21c1 C a22c2

�
:

一个行向量与一个列向量

如果 L D .l1 l2/且 C D

�
c1

c2

�
，则

LC D .l1c1 C l2c2/ 且
�

c1l1 c1l2

c2l1 c2l2

�
:

注意. 我们要提及的是如果 A 2 M2.C/; A ¤ O2，则 det A D 0当且仅当 A D CL，

其中 C D

�
c1

c2

�
¤

�
0

0

�
且 L D .l1 l2/ ¤ .0 0/，即一个非零矩阵秩为 1当且仅当 A可以

写成一个非零列向量与一个非零行向量的乘积. 因此，任意秩为 1的矩阵具有形式

A D CL D

�
c1l1 c1l2

c2l1 c2l2

�
:

我们将用记号 .C1jC2/表示一个由两列 C1 和 C2 组成的 2 � 2矩阵，类似地，
�

L1

L2

�
表示一个由两行 L1和 L2组成的方阵.

我们有以下涉及特殊矩阵乘积的公式.

(a) 如果 C1和 C2是两个列向量，我们有

A.C1jC2/ D .AC1jAC2/

以及如果 L1和 L2是两个行向量，则�
L1

L2

�
A D

�
L1A

L2A

�
;

其中 A 2 M2.C/是一个给定的矩阵.

(b) 我们有

.C1jC2/

�
L1

L2

�
D C1L1 C C2L2

以及 �
L1

L2

�
.C1jC2/ D

�
L1C1 L1C2

L2C1 L2C2

�
:

5
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(c) 包含对角阵的矩阵乘积 �
˛1 0

0 ˛2

��
L1

L2

�
D

�
˛1L1

˛2L2

�
以及

.C1jC2/

�
˛1 0

0 ˛2

�
D .˛1C1j˛2C2/:

1.2 矩阵及其特殊性质

定义 1.7 初等变换

设 A 2 M2.C/. 下列关于矩阵 A的操作称为初等变换：

交换 A的两行；

将 A的某一行乘以一个非零复数；

将某一行加到另一行上.

类似地，我们也可以对 A的列进行初等变换.
定义 1.8 初等矩阵

如果矩阵 A 2 M2.C/是由 I2经过一次初等变换得到，就称 A为一个初等矩阵.
设 a 2 C�且 E1a 和 E2a 为下面两个特殊的初等矩阵

E1a D

�
a 0

0 1

�
以及 E2a D

�
1 0

0 a

�
:

我们注意到这两个矩阵可以由单位矩阵 I2将它的行乘以复数 a得到.
初等矩阵运算

我们有：

将矩阵 A的某一行乘以复数 a等价于对 A左乘相应的初等矩阵 E1a 或 E2a：

E1a

�
L1

L2

�
D

�
aL1

L2

�
或 E2a

�
L1

L2

�
D

�
L1

aL2

�
；

将矩阵 A的某一列乘以复数 a等价于对 A右乘相应的初等矩阵 E1a 或 E2a：

.C1jC2/E1a D .aC1jC2/ 或 .C1C2/E2a D .C1jaC2/:

设 Ep 为置换矩阵

Ep D

�
0 1

1 0

�
:

6
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则

交换 A的两行等价于用 Ep 左乘 A

Ep

�
L1

L2

�
D

�
L2

L1

�
；

交换 A的两列等价于用 Ep 右乘 A

.C1jC2/EP D .C2jC1/:

设 E12和 E21分别表示相应于对行和列的加法的矩阵，即

E12 D

�
1 0

1 1

�
且

�
1 1

0 1

�
:

则

将 A的第一行（列）加到 A的第二行（第二列）等价于在矩阵 A的左（右）边

乘以 E12（E21）：

E12

�
L1

L2

�
D

�
L1

L1 C L2

�
且 .C1jC2/E21 D .C1jC1 C C2/；

将 A的第二行（列）加到 A的第一行（第一列）等价于在矩阵 A的左（右）边

乘以 E21（E12）：

E21

�
L1

L2

�
D

�
L1 C L2

L2

�
且 .C1jC2/E12 D .C1 C C2jC2/:

定义 1.9 矩阵 A 2 M2.C/，

A D

�
a11 a12

a21 a22

�
A的转置定义为

AT
D

�
a11 a21

a12 a22

�
:

因此，矩阵 A的转置是通过将 A的行（列）作为 AT的列（行）得到的.
性质 1.1 如果 A; B 2 M2.C/且 ˛ 2 C，则：

(a) .AT/T D A；

(b) .A C B/T D AT C BT；

(c) .˛A/T D ˛AT；

7
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(d) .AB/T D BTAT.

接下来的定义介绍各种各样的方阵.
定义 1.10 设 A 2 M2.C/.

(a) 如果 AT D A，则称 A是对称矩阵. 这意味着 a12 D a21. 因此，一个对称矩阵具有下
面的形式

A D

�
a b

b c

�
:

(b) 如果 AT D �A，则称 A是反对称矩阵或斜对称矩阵. 这意味着 aij D �aj i ; 8i; j 2

¹1; 2º. 因此，一个反对称矩阵具有下面的形式

A D

�
0 b

�b 0

�
:

(c) A D .aij /i;j 2¹1;2º的共轭为矩阵 A D .aij /i;j 2¹1;2º，其中 aij 是 aij 的复共轭.

(d) A的共轭转置（有时称为伴随矩阵或自共轭伴随矩阵）为矩阵 A� D .A/T. 我们注
意到

.A�/�
D A; 8A 2 M2.C/:

注 1.4 我们可以证明（见问题 1.41），任意M 2 M2.C/可以唯一表示为一个对称矩阵

S D
1
2
.M C M T/（M 的对称部分）与一个反对称矩阵 A D

1
2
.M � M T/（M 的反对称

部分）的和.

定义 1.11 如果 A D

�
a11 a12

a21 a22

�
2 M2.C/，则 A 的迹是一个复数，定义为 Tr.A/ D

a11 C a22. 换句话说，一个方阵的迹就是它的主对角元的和.
性质 1.2 如果 A; B 2 M2.C/且 ˛ 2 C，则

(a) Tr.A C B/ D Tr.A/；

(b) Tr.˛A/ D ˛ Tr.A/；

(c) Tr.AB/ D Tr.BA/；

(d) Tr.A/ D Tr.AT/.

注意. 一般地，Tr.AB/ ¤ Tr.A/ Tr.B/.
注 1.5 如果 F 2 ¹Q;R;Cº，则映射 Tr W M2.F / ! F 是一个从 F 上的向量空间

M2.F/到F 的线性函数.

定义 1.12 如果 A D

�
a11 a12

a21 a22

�
2 M2.C/，则 A的行列式定义为

det A D

ˇ̌̌̌
a11 a12

a21 a22

ˇ̌̌̌
:

8
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性质 1.3 下面的公式成立：

(a) det.AB/ D det A det B; 8A; B 2 M2.C/；

(b) det.A1A2 � � � An/ D det A1 det A2 � � � det An; 8Ak 2 M2.C/; k D 1; � � � ; n; n 2 N；

(c) det.An/ D .det A/n; 8A 2 M2.C/且 n 2 N；

(d) det.˛A/ D ˛2A; 8A 2 M2.C/且 ˛ 2 C；

(e) det.�A/ D det A; 8A 2 M2.C/；

(f) det.A/ D det A; 8A 2 M2.C/.

命题 1.1 如果 C1; C2 是矩阵 A 的列向量，即 A D .C1jC2/，C 0 是一个新的列向量且

a 2 C，则：

det.C1jC2/ D � det.C2jC1/；

det.aC1jC2/ D det.C1jaC2/ D a det.C1jC2/；

det.C1 C C 0jC2/ D det.C1jC2/ C det.C 0jC2/.

如果 L1; L2是矩阵 A的行向量，即 A D

�
L1

L2

�
，L0是一个新的行向量且 a 2 C，则：

det
�

L1

L2

�
D � det

�
L2

L1

�
；

det
�

aL1

L2

�
D det

�
L1

aL2

�
D a det

�
L1

L2

�
；

det
�

L1CL0

L2

�
D

�
L1

L2

�
C det

�
L0

L2

�
.

注 1.6 值得一提的是，函数 det W M2.C/ ' C2 � C2 ! C是一个交替双线性映射.
一般地，det.A C B/ ¤ det A C det B . 然而下面的关于两个矩阵的和与差的行列式

公式是成立的：

引理 1.5 一个特殊的行列式

如果 A; B 2 M2.C/，则 det.A C B/ C det.A � B/ D 2 det A C 2 det B .

证 此引理可以通过直接计算进行证明，见问题 1.31中 (a)的解答. �

引理 1.6 著名的行列式不等式

(a) 如果 A 2 M2.R/，则 det.A2 C I2/ > 0.

(b) 如果 a; b; c 是实数，且满足 b2 � 4ac 6 0，则

det.aA2
C bA C cI2/ > 0; 8A 2 M2.R/:
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证 (a)我们有A2CI2 D .ACiI2/.A�iI2/，由此得 det.A2CI2/ D det.ACiI2/ det.A�iI2/

D det.A C iI2/det.A C iI2/ D j det.A C iI2/j2.
(b) 如果 a D 0，由于 b2 � 4ac 6 0，我们有 b D 0，这意味着 det.cI2/ > 0. 如果

a ¤ 0，则 aA2 C bA C cI2 D a
h�

A C
b

2a
I2

�2
C

4ac�b2

4a2 I2

i
，由此得到

det.aA2
C bA C cI2/ D a2

ˇ̌̌̌
det

�
A C

b

2a
I2 C i

p
4ac � b2

2a
I2

�ˇ̌̌̌2
:

引理得证. �

定义 1.13 如果 A 2 M2.C/且 det A D 0，则称矩阵 A是奇异的. 如果 det A ¤ 0，我们

称矩阵 A是非奇异的.
我们用 GL2.C/表示所有非奇异矩阵的集合

GL2.C/ D ¹A 2 M2.C/ W det A ¤ 0º:

GL2.C/的一个特殊子集，记为 SL2.C/，称为特殊线性群，它是所有行列式为 1的矩
阵的集合，即

SL2.C/ D ¹A 2 M2.C/ W det A D 1º:

注 1.7
�

GL2.Q/; �
�
;
�

GL2.R/; �
�
和
�

GL2.C/; �
�
是非交换群，称为线性群. 而

�
SL2.Q/; �

�
，�

SL2.R/; �
�
和
�

SL2.C/; �
�
是它们的子群，称为特殊线性群.

定义 1.14 如果存在矩阵 B 2 M2.C/使得 AB D BA D I2，则称矩阵 A是可逆的. 满
足这条性质的矩阵是唯一的，称为 A的逆矩阵，记为 A�1.

我们有下面的结论

A 2 M2.C/可逆 , det A ¤ 0 , A 2 GL2.C/:

我们可以直接通过计算证明，如果 A 2 GL2.C/，

A D

�
a b

c d

�
是可逆的，则

A�1
D

1

det A
A�;

其中

A� D

�
d �b

�c a

�
;

是 A的伴随矩阵. 有时这个矩阵也记为 adj.A/.
注 1.8 我们要提及的是，如果 A 2 M2.C/是可逆的，另一种求出 A的逆矩阵的方法是

初等变换. 确切地说，我们考虑分块矩阵.AjI2/，通过一系列初等行变换，将它化为矩阵

.I2jB/，此时 B D A�1.
性质 1.4 如果 A; B 2 M2.C/是可逆的且 ˛ 2 C�，则
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(a) .AB/�1 D B�1A�1；

(b) .˛A/�1 D
1
˛
A�1；

(c) .AT/�1 D .A�1/T；

(d) .An/�1 D .A�1/n.

可以用数学归纳法证明

.A1A2 � � � An/�1
D A�1

n A�1
n�1 � � � A�1

1 ;

其中 Ak 2 GL2.C/; k D 1; � � � ; n; n 2 N.
接下来的定义介绍一些特殊类型的矩阵.

定义 1.15 设 A 2 M2.C/，则：

(a) 如果 A2 D I2，则称 A是对合矩阵（见问题 1.12）；

(b) 如果 A2 D �I2，则称 A是反对合矩阵（见问题 1.12）；

(c) 如果 A2 D A，则称 A是幂等矩阵（见问题 1.14）；

(d) 如果 A2 D O2，则称 A是幂零矩阵（见问题 1.8）；

(e) 如果 A� D A，则称 A是自共轭矩阵. 如果 A 2 M2.R/，则 A是对称矩阵.

(f) 如果 A� D �A，则称 A是反自共轭矩阵. 如果 A 2 M2.R/，则 A是反对称矩阵.

(g) 如果 AA� D A�A，则称 A是规范矩阵.

(h) 如果 A� D A�1，则称 A是酉矩阵. 如果 A 2 M2.C/，则 A是一个正交矩阵（见例

1.1）.

引理 1.7 设 A 2 M2.C/.

(a) A是自共轭矩阵当且仅当 iA是反自共轭矩阵.

(b) A是对合矩阵当且仅当 iA是反对合矩阵.

证 这里的证明只需要基于自共轭矩阵，对合矩阵，反自共轭矩阵和反对合矩阵的定义

即可. �

例 1.1 特殊酉矩阵（实数和复数）.

如果 A 2 M2.C/是一个酉矩阵且 det A D 1，则

A D

�
a b

�b a

�
;

其中 a; b 2 C且 jaj2 C jbj2 D 1.
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要得出这个结论，我们令 A D

�
a b

c d

�
，其中 a; b; c; d 2 C. 由于 det A D 1，我们得

到

A�1
D

�
d �b

�c a

�
且 A�

D .A/T
D

�
a c

b d

�
:

我们有A� D A�1，这意味着 d D a; c D �b. 由于 ad �bc D 1，我们得到 jaj2 Cjbj2 D 1.

因此，
�

a b

�b a

�
.

类似地，如果 A 2 M2.C/是一个酉矩阵，且 det A D �1，且

A D

�
a b

b �a

�
;

其中 a; b 2 C且 jaj2 C jbj2 D 1.

在实的酉矩阵（正交矩阵）的情形我们可得

旋转矩阵A D

�
cos ˛ sin ˛

� sin ˛ cos ˛

�
，且 det A D 1；

反射矩阵A D

�
cos ˛ sin ˛

sin ˛ � cos ˛

�
，且 det A D �1.

注意. 设 L 是一条过坐标原点的直线，且与 x 轴成夹角 ˛，设M 是笛卡尔平面上

的一个点. 如果 N.xN ; yN /是M 关于直线 L的对称点，则可以验证�
xN

yN

�
D

�
cos.2˛/ sin.2˛/

sin.2˛/ � cos.2˛/

��
xM

yM

�
:

由于这个原因，矩阵
�

cos.2˛/ sin.2˛/

sin.2˛/ � cos.2˛/

�
称为反射矩阵. 至于旋转矩阵的定义见

问题 1.61.
定义 1.16 等价矩阵.
在集合 M2.C/ 中，我们定义关系 A � B 为当且仅当存在 P; Q 2 GL2.C/ 使得

B D QAP . 满足这个条件的两个矩阵 A和 B 称为是等价的.
定义 1.17 相似矩阵.
在集合M2.C/中，我们定义关系 A � B 为当且仅当存在 P 2 GL2.C/使得 B D

P �1AP . 满足这个条件的两个矩阵 A和 B 称为是相似的.
注 1.9 可以证明两个矩阵等价当且仅当它们有相同的秩，而它们相似当且仅当它们有

相同的 Jordan标准形.
定义 1.18 交换矩阵.
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如果 A; B 2 M2.C/满足 AB D BA，则称 A; B 是可交换的.
如果 A 2 M2.C/，则我们用 C .A/表示所有与 A可交换的矩阵的集合，也叫作 A的

中心化子（见 [38, p.213]）

C .A/ D ¹X 2 M2.C/ W AX D XAº:

现在我们给出一个 2 � 2矩阵中心化子的重要性质.

定理 1.1 矩阵 A的中心化子.
设 A 2 M2.C/且令 C .A/ D ¹X 2 M2.C/ W AX D XAº.

(a) 如果 A D kI2; k 2 C，则 C .A/ D M2.C/；

(b) 如果 A ¤ kI2; k 2 C，则 C .A/ D ¹˛A C ˇI2 W ˛; ˇ 2 Cº.

证 (a)如果 A D kI2; k 2 C，结论是显然的，因为任意矩阵都与 kI2可交换.

(b)设 A D

�
a b

c d

�
，且令 X D

�
x y

´ t

�
. 等式 AX D XA意味着

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

ax C b´ D xa C yc

ay C bt D xb C yd

cx C d´ D ´a C tc

cy C dt D ´b C tb

,

8̂<̂
:

b´ D cy

y.a � d/ D b.x � t /

´.a � d/ D c.x � t/

:

如果 a ¤ d，则 y D b˛; ´ D c˛，其中 ˛ D
x�t
a�d

. 我们有 t D x � ˛a C ˛d D ˇ C ˛d，

其中 ˇ D x � ˛a. 这意味着

X D

�
˛a C ˇ b˛

c˛ ˛d C ˇ

�
D ˛

�
a b

c d

�
C ˇ

�
1 0

0 1

�
:

如果 a D d，我们要分 x ¤ t 和 x D t 两种情形. 如果 x ¤ t，我们得到 b D c D 0，

这与 A ¤ kI2矛盾. 因此 x D t，我们还有 b´ D cy. 注意到 b和 c不可能都是 0，因为这
也会和 A ¤ kI2矛盾.
如果 b D 0 ) y D 0，我们有

X D

�
x 0

´ x

�
D ˛

�
a 0

c a

�
C ˇ

�
1 0

0 1

�
; 其中 ˛ D

´

c
; ˇ D x �

a´

c
:

如果 b ¤ 0我们有 ´ D
cy

b
且

X D

�
x y
cy

b
x

�
D ˛

�
a b

c a

�
C ˇ

�
1 0

0 1

�
; 其中 ˛ D

y

b
; ˇ D x �

ay

b
:

定理得证. �
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注 1.10 定理 1.1对M2.Zp/中的矩阵也成立，其中 p > 2是一个素数.
推论 1.1 如果 A 2 M2.C/且 P 2 CŒx�，则存在 a; b 2 C使得 P.A/ D aI2 C bA.

证 如果对某个 k 2 C有 A D kI2，则 P.A/ D P.k/I2，因此 a D P.k/且 b D 0.
如果对任意 k 2 C有 A ¤ kI2，由于矩阵 A与 P.A/是可交换的，那么根据定理 1.1

的 (b)可知结论成立. �

推论 1.2 两个中心化子的交集是什么?
设 X; Y 2 M2.C/使得 XY ¤ YX，则

C .X/ \ C .Y / D ¹˛I2 W ˛ 2 Cº:

证 由于 XY ¤ YX，我们可得 X ¤ xI2; 8x 2 C 以及 Y ¤ yI2; 8y 2 C. 如果
Z 2 C .X/ \ C .Y /，那么由定理 1.1，我们可知存在 a; b; c; d 2 C使得 Z D aX C bI2以

及 Z D cY C dI2. 这意味着 aX C bI2 D cY C dI2. 如果 a ¤ 0或 c ¤ 0，前面的等

式意味着 XY D YX，这是不可能的. 因此，a D c D 0或 b D d D ˛，这反过来又说明

Z D ˛I2. �

注 1.11 推论 1.2说明一个矩阵 A 2 M2.C/与两个不可交换的矩阵可交换，则 A一定

形如 ˛I2; ˛ 2 C.
推论 1.3 A 2 M2.C/与所有的

(a) 幂等矩阵

(b) 幂零矩阵

(c) 对合矩阵

可交换当且仅当 A具有形式 ˛I2; ˛ 2 C.

证 利用注 1.11即可. �

我们要提及的是基本的代数公式对于可交换的复矩阵也是成立的.
性质 1.5 如果 A; B 2 M2.C/满足 AB D BA，则：

(a) AmBn D BnAm; 8m; n 2 N；

(b) An � Bn D .A � B/.An�1 C An�2B C � � � C ABn�2 C Bn�1/；

(c) A2nC1 C B2nC1 D .A C B/.A2n � A2n�1B C � � � � AB2n�1 C B2n/.

定理 1.2 矩阵的二项式定理.
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设整数 n > 1. 如果 A; B 2 M2.C/满足 AB D BA，则

.A C B/n
D

nX
kD0

�
n

k

�
AkBn�k:

证 这个定理可以根据 AkBp D BpAk 对任意 k; p 2 N成立，再用数学归纳法证明. �

1.3 复数与二阶矩阵

在这一节中，我们建立一个复数域 C与一类特殊二阶矩阵域之间的同构. 令

C D
®
x C iy W x; y 2 R; i2 D �1

¯
以及

MC D

²
A 2 M2.R/ W A D

�
x �y

y x

�³
:

定理 1.3 两个特殊域之间的一个同构.
下面的两条性质成立：

(a) 如果 A; B 2 MC，则 A C B 2 MC；

(b) 如果 A; B 2 MC，则 AB 2 MC；

(c) 矩阵

J D

�
0 �1

1 0

�
;

满足等式 J 2 D �I2且 J 4 D I2；

令

f W C ! MC; f .x C iy/ D

�
x �y

y x

�
:

则

(d) f 是一个双射且

f �1

�
x �y

y x

�
D x C iy:

(e) f .0/ D O2；

(f) f .1/ D I2；

(g) f .i/ D J；

(h) f .´1 C ´2/ D f .´1/ C f .´1/; 8´1; ´2 2 C；
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(i) f .´1´2/ D f .´1/f .´2/; 8´1; ´2 2 C；

(j) f .´n/ D
�
f .´/

�n
; 8´ 2 Z；

(k) f .´/ D
�
f .´/

�T
; 8´ 2 C；

(l) det f .´/ D j´j2; 8´ 2 C；

(m) f
�

1
´

�
D
�
f .´/

��1
D

1
j´j2

�
f .´/

�T
; 8´ 2 C；

(n) .MC; C; �/是一个与 .C; C; �/同构的域，即有

.MC; C; �/ ' .C; C; �/；

(o) 设 U 是单位圆盘

U D ¹´ 2 C W j´j D 1º D ¹cos ˛ C i sin ˛ W ˛ 2 Rº;

且令R 是平面上的旋转矩阵的集合

R D

²
R˛ D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
; ˛ 2 R

³
:

则 f .cos ˛ C i sin ˛/ D R˛ 且 f .U / D R；

(p) 正 n边形的旋转群.

如果正整数 n > 2且

Un D ¹´ 2 C W ´n
D 1º 且 Rn D

°
R 2kπ

n
W k D 0; 1; 2; � � � ; n � 1

±
;

则 .Un; �/ ' .Rn; �/.

.Rn; �/是一个正 n边形的旋转群，与 n次单位根的乘法群是同构的，也同

构于循环群 .Zn; C/；因此，任意有限循环群都是一个正 n边形的旋转群.

证 这个定理可以通过直接计算证明，留给读者作为练习. �

下面的公式是值得一提的：�
a �b

b a

�
D

p
a2 C b2

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
;

其中 cos ˛ D
a

p
a2Cb2

; sin ˛ D
b

p
a2Cb2

.
例 1.2 反对称实矩阵.
我们找出所有的反对称实矩阵即 A 2 M2.R/使得 A2 D �I2.
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如果 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/，根据等式 A2 D �I2，我们有8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:

a2
C bc D �1

b.a C d/ D 0

c.a C d/ D 0

d 2
C bc D �1

,

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

a2
C bc D �1

b.a C d/ D 0

c.a C d/ D 0

.a � d/.a C d/ D 0

:

我们分 a C d ¤ 0和 a C d D 0两种情形.
当 a C d ¤ 0时，我们得到 b D c D 0; a D d，且 a2 D �1，因此不存在实矩阵满足

等式 A2 D �I2.
当 a C d D 0时，由我们的方程组可得 a2 C bc D �1，且可以得到矩阵为�

a b

�
1Ca2

b
�a

�
; a 2 R; b 2 R�:

特别地，对 a D 0; b D �1我们得到反对合的实矩阵

J D

�
0 �1

1 0

�
;

对 a D b D 1我们得到另一个反对合实矩阵

K D

�
1 1

�2 �1

�
:

注 1.12 (1)对任意给定的反对合实矩阵 B 2 M2.R/，即 B2 D �I2，B 的中心化子

C .B/ D ¹aI2 C bB W a; b 2 Rº;

在加法与乘法下是一个交换域（请验证这一点!），且下面的域是同构的�
C .B/; C; �

�
Š .C; C; �/ Š .MC; C; �/:

函数 f W C ! C .B/; f .a C ib/ D aI2 C bB 是一个域的同构（证明这一点!）.
(2)所有的反对合实矩阵 A 2 M2.R/，即 A2 D �I2是互相相似的，都相似于矩阵

J D

�
0 �1

1 0

�
:

如果我们考虑

P D

�
ab �b

�.a2 C a/ 0

�
; a 2 R; b 2 R�;

则

P �1
D �

1

b.a2 C 1/

�
0 b

a2 C 1 ab

�
;

且

P �1AP D P �1

�
a b

�
1Ca2

b
�a

�
P D J:
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1.4 问题

1.1 设 A D

�
2 i
i 0

�
，其中 i2 D �1. 证明 An D

�
n C 1 ni

ni 1 � n

�
; n 2 N.

1.2 如果 A 2 M2.R/，则 A2中负元的个数可能有几个？

1.3 设 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/ 满足 bc ¤ 0，且存在整数 n > 2 使得 bncn D 0，其中

An D

�
an bn

cn dn

�
; n 2 N. 证明 an D dn.

1.4 在M2.C/中求出所有与矩阵 A D

�
1 2

3 4

�
可交换的矩阵.

1.5 (a)证明 A 2 M2.C/与所有的对称矩阵可交换当且仅当 A D ˛I2; ˛ 2 C.
(b)证明 A 2 M2.C/与所有的循环矩阵可交换当且仅当 A是一个循环矩阵.

1.6 对合矩阵与幂零矩阵不可交换.
设 A 2 M2.C/; A ¤ ˙I2，是一个对合矩阵，B 2 M2.C/; B ¤ O2，是一个幂零矩阵.

证明 AB ¤ BA.
进一步，如果 C 2 M2.C/与 A和 B 都可交换，则 C D ˛I2; ˛ 2 C.

1.7 规范实矩阵. 证明 A 2 M2.R/与它的转置可交换当且仅当 A是对称矩阵或 A

是一个旋转矩阵的倍数.

1.8 求出所有的矩阵 A 2 M2.C/使得 A2 D O2.
1.9 幂零实矩阵. 设 A 2 M2.R/. 证明 A2 D O2 当且仅当存在 a 2 R和 ˛ 2 Œ0; 2π/使得

A D a

�
cos ˛ 1 C sin ˛

�1 C sin ˛ � cos ˛

�
.

注意到 B D

�
cos ˛ sin ˛

sin ˛ � cos ˛

�
是一个反射矩阵，且 C D

�
0 1

�1 0

�
是一个角度为 3π

2

的旋转矩阵. 因此任意幂零实矩阵 A可以写成 A D a.B C C /. 而且，这个写法是唯一的
（见问题 1.43）.

1.10 设素数 p > 2，确定M2.Zp/中幂零矩阵的数目.

1.11 求出所有矩阵 A 2 M2.R/使得 .I2 C iA/�1 D I2 � iA.
注 1.13 读者可以证明，如果 A; B 2 M2.R/，则 .A C iB/�1 D A � iB 当且仅当
AB D BA且 A2 C B2 D I2. 这等价于求矩阵 A 2 M2.C/使得 A�1 D A.
1.12 求出所有矩阵 A 2 M2.C/使得 A2 D I2.

1.13 设素数 p > 2，确定M2.Zp/中对合矩阵的数目.

1.14 求出所有矩阵 A 2 M2.C/使得 A2 D A.
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1.15 设素数 p > 2，确定M2.Zp/中幂等矩阵的数目.

1.16 证明任意矩阵 X 2 M2.R/可以写成四个实正交矩阵的线性组合.

1.17 复的正交矩阵和反正交矩阵.

(a) 求出所有矩阵 A 2 M2.C/使得 AAT D I2；

(b) 求出所有矩阵 A 2 M2.C/使得 AAT D �I2.

1.18 设 A 2 M2.C/. 证明 A2 D A当且仅当 .2A � I2/2 D I2.
注 1.14 问题 1.18说明 A是幂等矩阵当且仅当 2A � I2是对合矩阵.
1.19 设 A; B 2 M2.C/是非零的幂等矩阵. 证明：如果 A C B 是幂等的，则 A C B D I2

（也见问题 5.10）.
1.20 设 A; B 2 M2.C/是非零的幂等矩阵. 证明：如果 A C B 是对合的，则 A C B D I2

（也见问题 5.11）.
1.21 设 A; B 2 M2.C/，满足 A是幂等矩阵而 B 是对合矩阵. 证明：如果 A C B 是对合

的，则 A D O2.
1.22 一类特殊矩阵迹的等式.

(a) 证明 Tr.AB/ D Tr.A/ Tr.B/对任意对合矩阵成 B 2 M2.C/成立当且仅当 A D O2；

(b) 证明 Tr.AB/ D Tr.A/ Tr.B/对任意反对合矩阵 B 2 M2.C/成立当且仅当 A D O2；

(c) 证明 Tr.AB/ D Tr.A/ Tr.B/对任意幂等矩阵 B 2 M2.C/成立当且仅当 A D O2.

1.23 证明两个矩阵相等.

(a) 设 X 2 M2.C/满足 X2 D X . 证明矩阵 I2 C X 是可逆的，且 .I2 C X/�1 D

I2 �
1
2
X .

(b) 设 A; B 2 M2.C/满足 A � AB D B2且 B � BA C A2. 证明 A D B .

1.24 不同矩阵的逆矩阵. 设 A 2 M2.C/.

(a) 如果 A2 D A且 ˛ 2 C; ˛ ¤ �1，则 .I1 C ˛A/�1 D I2 �
˛

˛C1
A.

(b) 如果 A2 D �A且 ˛ 2 C; ˛ ¤ 1，则 .I2 C ˛A/�1 D I2 C
˛

˛�1
A.

(c) 如果 A2 D O2且 ˛ 2 C，则 .I2 C ˛A/�1 D I2 � ˛A.

1.25 设 A D

�
1 0

1 1

�
，计算 An; n > 1.

1.26 设 n 2 N且 A 2 M2.C/使得 A C A�1 D �I2，计算 An C A�n.
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1.27 设 � 2 C且 J2.�/是相应于 �的二阶 Jordan块

J2.�/ D

�
� 1

0 �

�
:

证明 J n
2 .�/ D

�
�n n�n�1

0 �n

�
; n 2 N.

1.28 两个伪装的旋转矩阵.

(a) 计算
�

1 C
p

3 1 �
p

3
p

3 � 1 1 C
p

3

�n

; n 2 N.

(b) 设 a; b 2 R，计算
�

a �b

b a

�n

; n 2 N.

1.29 Fibonacci矩阵与 Lucas数.
设 .Fn/n>0 是 Fibonacci 数列，递推定义为 F0 D 0; F1 D 1 且 FnC1 D Fn C

Fn�1; 8n > 1，且设 A D

�
1 1

1 0

�
. 证明：

(a) AnC1 D An C An�1; 8n > 1.

(b) An D

�
FnC1 Fn

Fn Fn�1

�
; 8n > 1.

(c) FnCm D FnC1Fm C FnFm�1; 8m; n 2 N.

(d) Fibonacci二次和三次恒等式

FnC1Fn�1 � F 2
n D .1/n; n > 1（Cassini等式）.

F2n D F 2
nC1 � F 2

n�1; n > 1.

F3n D F 3
nC1 C F 3

n � F 3
n�1; n > 1.

(e) Lucas数递推定义为

L0 D 2; L1 D 1 且 LnC2 D LnC1 C Ln; 8n > 1:

证明 Ln D FnC1 C Fn�1; 8n 2 N.

考虑递推方程组 XnC1 D AXn; n > 0，并证明：如果 X0 D

�
3

1

�
，则对任意

n > 0我们有

Xn D

�
LnC2

LnC1

�
:

1.30 [23]设 B.x/ D

�
x 1

1 x

�
且整数 n > 2. 计算乘积

B.2/B.3/ � � � B.n/:
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优美的行列式公式

1.31 一个特殊的行列式公式.

(a) 如果 A; B 2 M2.C/，则

det.A C B/ C det.A � B/ D 2 det A C 2 det B:

(b) 设 Ak 2 M2.C/; k D 1; � � � ; n. 证明

X
det.˙A1 ˙ A2 ˙ � � � ˙ An/ D 2n

nX
kD1

det Ak;

其中的求和是对所有可能的符号的组合进行.

1.32 设 A; B; C 2 M2.C/. 证明

det.A C B C C / C det A C det B C det C D det.A C B/ C det.B C C / C det.A C C /:

1.33 设 A; B; C 2 M2.C/. 证明

det.A C B C C / C det.�A C B C C / C det.A � B C C / C det.A C B � C /

D 4.det A C det B C det C /:

1.34 设整数 n > 2. 如果 Ai 2 M2.C/; i D 1; � � � ; n，则

det
� nX

iD1

Ai

�
D

X
16i<j 6n

det.Ai C Aj / � .n � 2/

nX
iD1

det Ai :

1.35 设整数 n > 2，A1; A2; � � � ; An 2 M2.C/，且令 S D A1 C A2 C � � � C An. 证明

det.S � A1/ C det.S � A2/ C � � � C det.S � An/ D .n � 2/ det S C

nX
iD1

det Ai :

1.36 证明：如果 A; B; C 2 M2.C/ 满足 det.A C B/ D det C; det.B C C / D det A 且

det.C C A/ D det B，则 det.A C B C C / D 0.
1.37 设矩阵 A 2 M2.R/满足 det.A C AT/ D 8且 det.A C 2AT/ D 27，求 det A.
1.38 证明：如果 A; B 2 M2 满足 A2 C B2 C 2AB D O2 且 det A D det B，计算

det.A2 � B2/.
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1.39 设 A 2 M2.C/; A ¤ O2 是一个对角元不同的对角阵. 证明：如果 B 2 M2.C/与 A

可交换，则 B 也是对角阵.

1.40 设 ˛ 2 R且令 An D

�
1 ˛

n

�
˛
n

1

�n

. 证明：

(a) 存在两个数列 .an/n>1和 .bn/n>1使得 An D

�
an bn

�bn an

�
；

(b) lim
n!1

an D cos ˛且 lim
n!1

sin ˛.

注 1.15 这个问题的一个简化版本见 [18, p.76].
1.41 实矩阵的一个唯一分解.
设

S2.R/ D
®
A 2 M2.R/ W A D AT¯

且

A2.R/ D
®
A 2 M2.R/ W A D �AT¯:

证明：

(a) 如果 A; B 2 S2.R/，则 A C B 2 L2.R/，且假定 A; B 2 A2.R/，则 A C B 2 A2.R/；

(b) S2.R/ \ A2.R/ D ¹O2º（如果一个矩阵同时是对称矩阵和反对称矩阵，则它必为零

矩阵）；

(c) 8M 2 M2.R/，存在唯一的 S 2 S2.R/和 A 2 A2.R/，使得M D S C A（任意矩阵

M 2 M2.R/可以唯一写成一个对称矩阵与一个反对称矩阵的和）.

1.42 复矩阵的两种矩阵分解.
证明：

(a) 任意矩阵 A 2 M2.C/可以唯一写成 A D B C iC; B; C 2 M2.R/（B 称为 A的实部，

C 称为 A的虚部）；

(b) 任意矩阵 A 2 M2.C/可以唯一写成 A D H.A/ C iK.A/，其中 H.A/和 K.A/都是

自共轭矩阵；把复矩阵或实矩阵表示为 A D H.A/ C iK.A/，称为矩阵的 Toeplitz分
解[38, p.227].

1.43 旋转矩阵，反射矩阵与直和.
设 U.a; b/ D

�
a �b

b a

�
; a; b 2 C且 V.˛; ˇ/ D

�
˛ ˇ

ˇ �˛

�
; ˛; ˇ 2 C. 则成立下

面的性质：

(1) U.a; b/U.a0; b0/ D U.aa0 � bb0; a0b C ab0/.

22

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

(2) U �1.a; b/ D U
�

a
a2Cb2 ; �

b
a2Cb2

�
; a2 C b2 ¤ 0.

(3) U.a; b/V .˛; ˇ/ D V.a˛ � bˇ; aˇ C b˛/.

(4) V.˛; ˇ/U.a; b/ D V.˛a C ˇb; ˇa � ˛b/.

(5) U.˛; ˇ/V .1; 0/ D V.˛; ˇ/.

(6) V.˛; ˇ/V .˛0; ˇ0/ D U.˛˛0 C ˇˇ0; ˛0ˇ � ˛ˇ0/.

(7) V �1.˛; ˇ/ D V
�

˛
˛2Cˇ2 ; ˇ

˛2Cˇ2

�
; ˛2 C ˇ2 ¤ 0.

(8) V �1

�
˛p

˛2Cˇ2
; ˇp

˛2Cˇ2

�
D V

�
˛p

˛2Cˇ2
; ˇp

˛2Cˇ2

�
，其中 ˛2 C ˇ2 ¤ 0.

(9) U D ¹U.a; b/ W a; b 2 Cº且 V D ¹V.˛; ˇ/ W ˛; ˇ 2 Cº是 C上的向量空间.

(10) 一个直和. M2.C/ D U ˚ V . 任意矩阵 A D

�
a b

c d

�
2 M2.C/可以唯一写成

A D U
�

aCd
2

; c�b
2

�
C V

�
a�d

2
; cCb

2

�
.

(11) 正交性. 函数 h�; �i W M2.C/ � M2.C/ ! C 定义为 hA; Bi D Tr.AB�/ 是一个

M2.C/上的内积空间，且
�
M2.C/; h�; �i

�
是一个 Euclide空间. 如果 U.a; b/ 2 U

且 V.˛; ˇ/ 2 V，则 V �.˛; ˇ/ D V.˛; ˇ/且 hU.a; b/; V .˛; ˇ/i D 0. 因此，子空间
U 和 V 是正交的，且U 是 V 在M2.C/中的正交补，即U D V ?且 V D U ?.

(12) 几何插值. 如果 a; b 2 R，则

U.a; b/ D

p
a2 C b2

�
cos � � sin �

sin � cos �

�
;

其中 cos � D
a

p
a2Cb2

; sin � D
b

p
a2Cb2

; � 2 Œ0; 2π/，所以 U.a; b/是伸缩因子为
p

a2 C b2的伸缩变换与旋转角为 � 的旋转变换的复合变换对应的矩阵.

如果 ˛; ˇ 2 R，则

V.˛; ˇ/ D
p

˛2 C ˇ2

�
cos t sin t

sin t � cos t

�
;

其中 cos t D
˛p

˛2Cˇ2
; sin t D

ˇp
˛2Cˇ2

; t 2 Œ0; 2π/，所以 V.˛; ˇ/是伸缩因子为
p

a2 C b2的伸缩变换与一个关于和 x轴成角度 t
2
的直线的对称变换复合而成

的复合变换对应的矩阵.

注意. 任意 2 � 2实矩阵 A可以唯一写成一个旋转矩阵与一个反射矩阵的

线性组合，即 A D �U.cos �; sin �/ C �V.cos t; sin t /，其中 �; � 2 R.

1.44 设 A; B; C 2 M2.C/满足 A2 D BC; B2 D CA; C 2 D AB . 证明：
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(a) A3 D B3 D C 3；

(b) 给出一个满足题意的三个不同矩阵的例子.

1.45 设 A D

�
a b

�b a

�
2 M2.R/. 证明下面的说法是等价的：

(a) 存在 n 2 N使得 An D I2；

(b) 存在 q 2 Q�使得 a D cos qπ且 b D sin qπ.

1.46 设 A; B 2 M2.Z/满足 AB D BA且 det A D det B D 0. 证明：存在 a 2 Z使得对任
意 n 2 N，我们有

det.An
� Bn/ D �an 且 det.An

C Bn/ D an:

1.47 证明：如果 A; B; C 2 M2.R/ 满足条件 AB D BA; BC D CB; CA D AC，且

det.A2 C B2 C C 2 � AB � BC � CA/ D 0，则 det.2A � B � C / D 3 det.B � C /.
1.48 [60]求所有实数对 .a; b/，使得存在一个唯一的实对称矩阵M，满足 Tr.M/ D a且

det M D b.

1.5 群、环和域论问题的盛宴

接下来的问题建立了各种代数结构和矩阵之间的联系. 为了全面阐述经典代数结
构，如群、环和域以及抽象代数中的其他相关主题，读者不妨参考这本优秀的书 [17].

1.49 (a) 证明：集合M �

²�
2 � a a � 1

2.1 � a/ 2a � 1

�
W a 2 R�

³
在矩阵加法下构成一个 Abel

群.
(b)证明：.M ; �/同构于乘法群 .R�; �/.

1.50 证明：集合 M D

²�
x 2y

y x

�
W x; y 2 Q; x ¤ 0或y ¤ 0

³
在矩阵乘法下构成一个

Abel群.

1.51 证明：集合M D

²�
cos ˛ sin ˛

� sin ˛ cos ˛

�
W ˛ 2 R

³
在矩阵乘法下构成一个群，且同构于

所有模为 1的复数构成的群.

1.52 证明：集合M D

²�
cos ˛ 3 sin ˛

�
1
3

sin ˛ cos ˛

�
W ˛ 2 R

³
在矩阵乘法下构成一个群，且同构

于所有模为 1的复数构成的群.
1.53 (a)证明：集合 G D

°
x C y

p
5 W x 2 Q; y 2 Q; x2 � 5y2 D 1

±
在数的乘法下构成一

个 Abel群.

(b) 证明：集合 M D

²�
x 2y

5
2
y x

�
W x; y 2 Q且 x2 � 5y2 D 1

³
在矩阵乘法下构成一个
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Abel群.

(c)证明函数 f W G ! M ; f .x C y
p

5/ D

�
x 2y

5
2
y x

�
是一个群同构，即 .G ; �/ ' .M ; �/.

1.54 设 d 2 R且令Md D

²�
a db

b a

�
W a; b 2 R; a2 � db2 ¤ 0

³
.

(a) 证明：集合Md 在矩阵乘法下构成一个群.

(b) 求出 d 的值使得群 .Md ; �/同构于 .C�; �/.

1.55 模群 SL2.Z/的生成元.

设 U D

�
1 1

0 1

�
; V D

�
0 �1

1 0

�
; W D

�
1 0

1 1

�
且 P D

�
0 �1

1 1

�
; Q D P 2 D�

�1 �1

1 0

�
. 验证：

(a) U k D

�
1 k

0 1

�
; k 2 Z；

(b) V 2 D �I2; V �1 D �V; V 4 D I2；

(c) W k D

�
1 0

k 1

�
; k 2 Z; W D U V U；

(d) P D V U D V 2Q2; P 3 D �I2；

(e) Q D V U V U D V W; Q2 D

�
0 1

�1 �1

�
; Q3 D I2；

(f) U D V �1P D �VP D VP 4 D VQ2.

读者可能会对这些性质感兴趣，它们被用来证明一个远远超出本书目的的结果，模

群 SL2.Z/是由矩阵 U 和 V 生成的（见 [43, Chapter 5]）.

1.56 Klein 4-群. 设集合 K4 D ¹I2; Sx; Sy; S0º，其中

Sx D

�
�1 0

0 1

�
; Sy D

�
1 0

0 �1

�
以及 S0 D

�
�1 0

0 �1

�
;

证明 K4 在矩阵乘法下是一个 Abel群，称为四个元素的 Klein 4-群. 且 .K4; �/与单

位正方形的旋转群 .R4; �/不同构.
注意. 几何上，在二维空间中，Klein 4-群是菱形和非正方形的矩形的对称群，

其四个元素为恒等变换 I2，水平反射 Sx，垂直反射 Sy，以及一个 180ı 的旋转（关

于原点的反射）S0.

1.57 设

M D

²�
a C b b

c a C c

�
W a; b; c 2 R

³
:
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求出M 中所有正交矩阵的集合 G 并证明 .G ; �/与 Klein 4-群同构.
1.58 幂等矩阵的群特征.
设 n 2 N; A 2 M2.C/; A ¤ O2; I2，且令Mn D ¹X 2 M2.C/ W Xn D Aº. 证明下列

说法是等价的：

(a) .Mn; �/是一个群；

(b) A2 D A；

(c) Mn D ¹sA; s 2 C; sn D 1º D UnA，即 .Mn; �/ ' .Un; �/.

1.59 两个非同构的群.
设 G D ¹A 2 M2.C/ W det A D ˙1º以及 S D ¹A 2 M2.C/ W det A D 1º. 证明 G 和

S 在矩阵乘法下是非同构群. 注意 S 是特殊线性群 SL2.C/.
1.60 设 G 是一个

�
M2.C/; �

�
下的矩阵乘法群，其单位元不是 I2. 证明 G 同构于 .C�; �/

的一个子群.

1.61 旋转矩阵 R˛.
设 ˛ 2 R且M.xM ; yM /是笛卡尔平面上一点. 如果我们将线段 ŒOM�绕原点

逆时针旋转角度 ˛得到线段 ŒON �. 如果 N.xN ; yN /，则可以用验证�
xN

yN

�
D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

��
xM

yM

�
:

由于这个原因，矩阵 R˛ D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
称为角度为 ˛的旋转矩阵.

旋转矩阵的性质

(a) 证明对任意 ˛ 2 R，矩阵 R˛ 都是正交矩阵.

(b) 设 SO2表示集合

SO2 D

²�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
W ˛ 2 R

³
:

证明 SO2 在矩阵乘法下构成一个 Abel群. 因此，SO2 称为特殊正交群，它

由所有行列式为 1的正交矩阵组成.

(c) 证明 R˛Rˇ D R˛Cˇ .

(d) 证明 R�1
˛ D R�˛.

(e) 计算 Rn
˛; n > 1.

注意. 回顾 Euler函数'，它表示不超过 n的与 n互素的正整数的个数. 如果
整数 n > 2，则存在 '.n/ 个两两不同的可交换的 n 阶实矩阵. 例如，如果 n D 8，

R π
8
; R 3π

8
; R 5π

8
和 R 7π

8
是不同的两两可交换的 8阶矩阵.
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1.62 M2.C/的两个特殊子群.
设 A 2 M2.C/，令 G.A/ D ¹X 2 M2.C/ W det.A C X/ D det A C det Xº，且令

H.A/ D ¹X 2 M2.C/ W Tr.AX/ D Tr.A/ Tr.X/º. 证明
�
G.A/; C

�
和
�
H.A/; C

�
是�

M2.C/; C
�
的子群.

挑战性问题. 证明：如果 A; B 2 M2.C/是两个非零矩阵，则子群
�
G.A/; C

�
和�

H.B/; C
�
是同构的.

1.63 设 � 2 R且令M.�/ D

�
cosh � sinh �

sinh � cosh �

�
. 证明：

(a) det M.�/ D 1；

(b) M.�1/M.�2/ D M.�1 C �2/；

(c) M n.�/ D M.n�/; n 2 N；

(d) 双曲群集合H D ¹M.�/ W � 2 Rº在矩阵乘法下构成一个 Abel群.

1.64 二面体群D2n. 设整数 n > 3. 证明：集合

D2n D

²�
cos � � sin �

sin � cos �

�
;

�
� cos � sin �

sin � cos �

�
W � D 0;

2π
n

; � � � ;
2.n � 1/π

n

³
在矩阵乘法下构成一个 2n阶群，称为二面体群，也称为正 n边形的对称集.

注意. .D2n; �/与正 2n边形的旋转群 .R2n; �/不同构.

二面体群的一个优美的表示可以参见 [17, p.23].
1.65 证明环M2.R/包含一个子环同构于 C.

1.66 (a)证明：集合M D

²�
x y

�y x

�
W x; y 2 Z

³
在矩阵加法与乘法下构成一个环.

(b)证明 .M ; C; �/ Š
�
ZŒi�; C; �

�
，其中ZŒi�是Gauss整数环，即由复数 xCiy; x; y 2 Z

构成的集合.

1.67 求出所有函数 f; g W Z � Z ! Z使得 .M ; C; �/是
�
M2.Z/; C; �

�
的一个子环，

其中

M D

²�
x y

f .x; y/ g.x; y/

�
W x; y 2 Z

³
;

且 I2 2 M .

1.68 [17, p.25]证明
�

0 1

0 0

�
和
�

0 0

1 0

�
是M2.Z/中的幂零元，且其和不是幂零的，这意

味着这两个矩阵是不可交换的. 由此推导出非交换环M2.Z/中幂零元的集合不是理想.
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1.69 求出所有函数 f; g W Z � Z ! Z使得集合

M D

²�
x f .x; y/

g.x; y/ y

�
W x; y 2 Z

³
在矩阵加法与乘法下构成一个环，且 I2 2 M .

1.70 证明：集合M D

²�
x �3y

�y x

�
W x; y 2 Z

³
在矩阵加法与乘法下构成一个环，它同

构于环

A D

°
x C y

p
3 W x; y 2 Z

±
:

此环同构形式为 x C y
p

3 �!

�
x �3y

�y x

�
.

1.71 证明：集合M D

²�
x 4y

1
2
y x

�
W x; y 2 Q

³
在矩阵加法与乘法下构成一个域，它同构

于域

A D

°
x C y

p
2 W x; y 2 Q

±
:

此域同构形式为 x C y
p

2 �!

�
x 4y

1
2
y x

�
.

1.72 求出所有函数 f; g W Q � Q ! Q使得集合

M D

²�
x f .x; y/

g.x; y/ y

�
W x; y 2 Q

³
在矩阵加法与乘法下构成一个域.

1.73 矩阵的 Hamilton（哈密尔顿）四元数.
设M 是所有形如

M D ¹m D aE C bI C cJ C dK W a; b; c; d 2 Rº

的方阵的集合，其中

E D

�
1 0

0 1

�
; I D

�
i 0

0 �i

�
; J D

�
0 1

�1 0

�
且 K D

�
0 i
i 0

�
:

(a) 计算 m zm，其中 zM D aE � bI � cJ � dK.

(b) 证明M 在矩阵加法与乘法下构成一个非交换域（矩阵的 Hamilton四元数）.
历史上，第一个非交换环于 1843年被 SirWilliamRowell Hamilton（1805–1865）
所发现. [7]是一篇关于 Hamilton如何发现他的结论的与四元数相关的好文章.
四元数，矩阵四元数以及他们的性质和相关问题在 [62]中可以找到.
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(c) 证明性质：当多项式函数的系数属于交换域时，“n次多项式最多有 n个根”，而
当系数属于M 时，性质不成立. 要证明这一点，考虑多项式函数 x2 C E.

一个有挑战性的问题就是在M2中解方程 x2 C E D O2.

1.74 Hamilton与 Pauli（泡利）矩阵.

(a) 证明：所有 2 � 2 Hermit矩阵由

H D

²�
a c

c d

�
W a; d 2 R; c 2 C

³
:

给出.

(b) 著名的 Pauli矩阵 �1; �2和 �3定义为

�1 D

�
0 1

1 0

�
; �2 D

�
0 �i
i 0

�
且 �3 D

�
1 0

0 �1

�
:

证明：所有 Pauli矩阵与单位矩阵 I2 的集合构成了 2 � 2 Hermit矩阵的实
向量空间H 的一组基，因此H 是 R上的一个四维向量空间.

注意到如果 A 2 H，则

A D

�
a x � iy

x C iy d

�
D

a C d

2
I2 C

a � d

2
�3 C x�2 C y�2; a; d; x; y 2 R:

(c) 证明由 ¹I2; i�2; i�2; i�3º 生成的实线性空间同构于在问题 1.73 中定义的矩阵
Hamilton四元数构成的集合M .

1.6 解答

1.1 用数学归纳法即可.

1.2 A2 可能有一、二或三个负元. 例如，取 A D

�
2 1

�1 3

�
，则 A2 有一个负元；取

A D

�
2 �1

�1 3

�
，则 A2 有两个负元；取 A D

�
�1 2

�3 �1

�
，则 A2 有三个负元. 但是不可能

有四个负元.
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1.3 利用等式 AAn D AnA我们得到关系式8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

aan C bcn D ana C bnc

abn C bdn D anb C bnd

can C dcn D cna C dnc

cbn C ddn D cnb C dnd

;

这也可以写成 bcn D bnc; .a � d/bn D .an � dn/b; .a � d/cn D .an � dn/c; cbn D cnb. 如
果 bn D 0或 cn D 0，由于 b ¤ 0; c ¤ 0，我们得到 an � dn D 0，即 an D dn.

1.4 设 X D

�
a b

c d

�
满足 AX D XA，我们有

�
1 2

3 4

��
a b

c d

�
D

�
a b

c d

��
1 2

3 4

�
;

这意味着 8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

a C 2c D a C 3b

b C 2d C 2a C 4b

3a C 4c D c C 3d

3b C 4d D 2c C 4d

:

我们得到方程组 ´
2c D 3b

2.d � a/ D 3b
;

方程有解 a D x; b D 2y; c D 3y; d D x C 3y，其中 x; y 2 C. 因此

X D

�
x 2y

3y x C 3y

�
D yA C .x � y/I2:

1.8 设 A D

�
a b

c d

�
，方程 A2 D O2意味着

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

a2
C bc D 0

b.a C d/ D 0

c.a C d/ D 0

bc C d 2
D 0

:

如果 a C d ¤ 0，则 b D c D 0; a2 D d 2 D 0，于是 a D d D 0，这与 a C d ¤ 0矛盾.
因此 a C d D 0，我们有 a D �d .对于方程 a2 C bc D 0，我们考虑下面两种情形：

如果 b D 0，我们有 a D 0且 A D

�
0 0

c 0

�
，其中 c 2 C；
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如果 b ¤ 0，我们有 c D �
a2

b
且 A D

�
a b

�
a2

b
�a

�
; a; b 2 C; b ¤ 0.

1.10 类似于问题 1.8，由等式 A2 D O2，其中 A D

 
Oa Ob

Oc Od

!
，我们得到 Oa C Od D O0 且

Oa2 C Ob Oc D O0. 由此有 Od D �Oa且 Ob Oc D �Oa2.

如果 Ob D O0，则 Oa D 0且 Oc 2 Zp 是任意的，因此我们有 p个形如
�

O0 O0

Oc O0

�
的矩阵.

如果 Ob ¤ O0，则 Oc D � Ob�1 Oa2，其中 Ob 有 p � 1种取法，而 Oa 有 p 种取法，因此我们

有 p.p � 1/个矩阵形如

 
Oa Ob

� Ob�1 Oa �Oa

!
; Oa 2 Zp; Ob 2 Zpn¹O0º. 所以，在M2.Zp/中共有

p C p2 � p D p2个幂零矩阵.
1.11 由 .I2 C iA/.I2 � iA/ D I2 我们得到 A2 D O2. 基于问题 1.8的解答，可知 A具有

形式 A D

�
0 0

c 0

�
，其中 c 2 R或 A D

�
a b

�
a2

b
�a

�
; a; b 2 R; b ¤ 0.

1.12 设 A D

�
a b

c d

�
，等式 A2 D I2意味着

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

a2
C bc D 1

b.a C d/ D 0

c.a C d/ D 0

bc C d 2
D 1

:

如果 a C d ¤ 0，则 b D c D 0; a2 D d 2 D 1，于是 a D ˙1且 d D ˙1. 由于 a C d ¤ 0，

我们得到 a D d D 1或 a D d D �1. 由此得

A D

�
1 0

0 1

�
D I2 或 A D

�
�1 0

0 �1

�
D �I2:

如果 aCd D 0，则 d D �a. 如果 b D 0，我们得到 a2 D d 2 D 1，这意味着 a D �1; d D 1

或 a D 1; d D �1. 因此，

A D

�
�1 0

c 1

�
或 A D

�
1 0

c �1

�
; c 2 C:

如果 b ¤ 0，我们有 c D
1�a2

b
，因此 A具有形式

A D

�
a b

1�a2

b
�a

�
; a 2 C; b 2 C�:
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1.13 如果 p ¤ 2，则矩阵 B 2 M2.Zp/是幂等的（B2 D B）当且仅当矩阵 A D 2B � I2

是对合的（A2 D I2），这意味着此时，对合矩阵的数目与幂等矩阵的数目是相同的，都是

p2 C p C 2（见问题 1.15）.

当 p D 2时，我们在M2.Z2/中解矩阵方程 A2 D I2. 如果 A D

 
Oa Ob

Oc Od

!
，则我们有

Oa2 C Ob Oc D O1; Ob
�

Oa C Od
�

D O0; Oc. Oa C Od/ D O0; Od 2 C Ob Oc D O1，且这些方程说明 Od D �Oa.

如果 Oa D O1且 Ob Oc D O0，则我们得到矩阵

A1 D

�
O1 O0
O0 O1

�
; A2 D

�
O1 O0
O1 O1

�
; A3 D

�
O1 O1
O0 O1

�
:

如果 Oa D O0，则 Od D O0且 Ob Oc D O1，所以 Ob D Oc D O1. 因此，我们得到 A4 D

�
O0 O1
O1 O0

�
. 那

么当 p D 2时有四个对合矩阵. 注意到这和 p ¤ 2的情形中有 p2 C p C 2个对合矩阵

是不同的.

1.14 设 A D

�
a b

c d

�
. 等式 A2 D A意味着8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:

a2
C bc D a

b.a C d/ D b

c.a C d/ D c

bc C d 2
D d

即

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

a2
C bc D a

b.a C d � 1/ D 0

c.a C d � 1/ D 0

.a � d/.a C d � 1/ D 0

:

如果 a C d � 1 ¤ 0，则 b D c D 0; a D d 2 ¹0; 1º. 这说明 A D O2 或 A D I2. 如果
a C d � 1 D 0，则方程组约化为等式 a2 C bc D a. 当 b ¤ 0时有

c D
a � a2

b
且 A D

�
a b

a�a2

b
1 � a

�
; a; b 2 C; b ¤ 0:

当 b D 0时，则 a D 0或 a D 1，这意味着

A D

�
0 0

c 1

�
或 A D

�
1 0

c 0

�
; c 2 C:

1.15 类似于问题 1.14的解答，我们得到矩阵 A D O2; A D I2，以及矩阵 A D

 
Oa Ob

Oc Od

!
满足条件 Oa C Od D O1且 Oa2 C Ob Oc D Oa.

如果 Oa D O0，则 Od D O1; Ob Oc D O0，所以 Ob D O0 或 Oc D O0. 于是我们有 p 个矩阵形如

AD

 
O0 Ob
O0 O1

!
和 p � 1个矩阵形如 A2 D

�
O0 O0

Oc O1

�
. 因此，我们有 2p � 1个矩阵，因为其中的

矩阵
�

O0 O0
O0 O1

�
已经算过一次了.
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如果 Oa D O1，则 Od D O0且 Ob Oc D 0. 用和上面相同的方法，我们得到 2p � 1个矩阵形

如 A3 D

 
O1 Ob
O0 O0

!
或 A4 D

�
O1 O0

Oc O0

�
.

如果 Oa ¤ O0; O1，则 Oa2 � Oa ¤ O0，那么由上面的两个等式我们得到 Od D O1� Oa; Ob Oc� Oa� Oa2，

所以 Oc D Ob�1
�
Oa � Oa2

�
. 我们得到矩阵

A5 D

 
Oa Ob

Ob�1
�
Oa � Oa2

�
O1 � Oa

!
; Oa 2 Zpn¹O0; O1º:

注意到 Oa有 p � 2种取法，而 Ob ¤ O0有 p � 1中取法，所以我们有 .p � 1/.p � 2/个矩阵

形如 A5.
最后，再M2.Zp/中的幂等矩阵的数目为 p2 C p C 2.

1.16 如果 X D

�
a b

c d

�
; A D

1
p

2

�
1 1

�1 1

�
; B D

1
p

2

�
1 1

1 �1

�
且 C D

�
0 1

1 0

�
，则

X D ˛A C ˇB C C C ıI2，其中 ˛ D
b�c
p

2
; ˇ D

a�d
p

2
;  D

c�aCbCd
2

且 ı D
aCcCd�b

2
.

1.17 (a) A D

�
a �b

b a

�
或 A D

�
�a b

b a

�
; a; b 2 C，满足 a2 C b2 D 1.

(b) A D

�
a �b

b a

�
或 A D

�
�a b

b a

�
; a; b 2 C，满足 a2 C b2 D �1.

1.19 我们有 A2 D A; B2 D B . 等式 .A C B/2 D A C B 意味着 AB C BA D O2. 分别
将这个等式的左边和右边乘以 A，我们得到 AB C ABA D O2 和 ABA C BA D O2. 于
是得到 AB D BA D O2.

如果 A D ˛I2; ˛ 2 C�，由于 A2 D A，我们得到 ˛2 D ˛ ) ˛ D 1 ) A D I2 ) B D

BA D O2，这是不可能的.
如果 A ¤ ˛I2; ˛ 2 C，则根据定理 1.1，我们有 B D aA C bI2 对某个 a; b 2 C成立.

由于 B2 D B，我们得到 .aA C bI2/2 D aA C bI2 ) .a2 C 2ab � a/A D .b � b2/I2. 于
是 a2 C 2ab � a D 0且 b � b2 D 0. 如果 b D 0，则 a D 0或 a D 1. a D b D 0的情形意

味着 B D O2，这是不可能的. 如果 b D 1，则 a D 0或 a D �1. 如果 b D 1且 a D 0，则

B D I2 ) A D AB D O2，这也不可能. 如果 b D 1且 a D �1，则 A C B D I2.
1.23 (a)我们有 .I2 C X/.I2 �

1
2
X/ D I2 C

1
2
X �

1
2
X2 D I2.

(b)A D ABCB2且B D BACA2，这意味着ACB D .ACB/2且 .A�B/.I2CACB/

D O2. 根据 (a)可知矩阵 I2 C A C B 是可逆的，那么等式 .A � B/.I2 C A C B/ D O2意

味着 A D B .

1.25 方法一. 注意到 An D

�
1 0

n 1

�
; n > 1，由归纳法证明即可.

方法二. 我们记 A D I2 C B，其中 B D

�
0 0

1 0

�
. 由于 B2 D O2，根据二项式定理我们有

An
D .I2 C B/n

D

�
n

0

�
I n

2 C

�
n

1

�
I n�1

2 B C

�
n

2

�
I n�2

2 B2
C � � � C

�
n

n

�
Bn
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D I2 C nB D

�
1 0

n 1

�
:

1.27 这个问题可以用数学归纳法证明.
1.28 (a)注意到 1 C

p
3 D 2

p
2 cos π

12
且

p
3 � 1 D 2

p
2 sin π

12
. 于是有�

1 C
p

3 1 �
p

3
p

3 � 1 1 C
p

3

�n

D .2
p

2/n

�
cos nπ

12
� sin nπ

12

sin nπ
12

cos nπ
12

�
:

(b)我们有 �
a �b

b a

�
D

�p
a2 C b2

�n
�

cos.n˛/ � sin.n˛/

sin.n˛/ cos.n˛/

�
;

其中 cos ˛ D
a

p
a2Cb2

; sin ˛ D
b

p
a2Cb2

.

1.29 (a)我们有 A D

�
1 1

1 0

�
; A2 D

�
2 1

1 1

�
，因此有 A2 D A C I2. 我们在等式两边乘以

An�1; n > 1，得到 Fibonacci矩阵的递推公式 AnC1 D An C An�1.

(b)公式 An D

�
FnC1 Fn

Fn Fn�1

�
; n > 1可以用数学归纳法证明. 这里我们给出一个不

同的方式. 令 An D

�
an bn

cn dn

�
; n > 1. 递推公式 AnC1 D An C An�1意味着

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

anC1 D an C an�1; a1 D 1; a2 D 2; n > 1

bnC1 D bn C bn�1; b1 D 1; b2 D 1; n > 1

cnC1 D cn C cn�1; c1 D 1; c2 D 1; n > 1

dnC1 D dn C dn�1; d1 D 0; d2 D 1; n > 1

:

这些递推关系意味着 an D FnC1; bn D Fn; cn D Fn; dn D Fn�1，于是得到 An D�
FnC1 Fn

Fn Fn�1

�
; n > 1.

(c)矩阵等式 AnCm D AnAm意味着�
FnCmC1 FnCm

FnCm FnCm�1

�
D

�
FnC1 Fn

Fn Fn�1

��
FmC1 Fm

Fm Fm�1

�
:

我们观察这个等式中的 .1; 2/元，可得 FnCm D FnC1Fm C FnFm�1; n; m 2 N.
(d)由于 det.An/ D .det A/n，我们得到

FnC1Fn�1 � F 2
n D det

�
FnC1 Fn

Fn Fn�1

�
D

�
det
�

1 1

1 0

��n

D .�1/n:

另一方面，基于 (c)中 m D n的情形，我们有

F2n D FnC1Fn C FnFn�1 D Fn.FnC1 C Fn�1/
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D .FnC1 � Fn�1/.FnC1 C Fn�1/ D F 2
nC1 � F 2

n�1:

类似地，也可以证明 F2nC1 D F 2
nC1 C F 2

n ; n > 0.
基于前面的二次公式，我们有

F3n D F2nCn D F2nC1Fn C F2nFn�1

D Fn.F 2
nC1 C F 2

n / C .F 2
nC1 � F 2

n�1/Fn�1

FnF 2
nC1 C F 3

n C F 2
nC1Fn�1 � F 3

n�1

D F 2
nC1.Fn C Fn�1/ C F 3

n � F 3
n�1

D F 3
nC1 C F 3

n � F 3
n�1:

(e)基于 (b)我们有 Tr.An/ D FnC1 C Fn�1. 计算可得 A的特征值为 ˛ D
1C

p
5

2
和

ˇ D
1�

p
5

2
. 由于An的特征值为˛n与ˇn，我们得到Tr.An/ D ˛nCˇn D Ln D FnC1CFn�1.

等式 XnC1 D AXn意味着 Xn D AnX0，因此

Xn D

�
FnC1 Fn

Fn Fn�1

��
3

1

�
D

�
2FnC1 C Fn

3Fn C Fn�1

�
:

剩下的就是证明LnC2 D 3FnC1CFn; n > 0，且LnC1 D 3FnCFn�1; n > 1.这些递推
公式很容易证明，只需要注意到Lucas数列和 Fibonacci数列满足公式LnC1 D FnC2CFn

对任意 n > 0成立.
1.30 解法一.令 A.n/ D B.2/B.3/ � � � B.n/; n > 2，我们考虑数列 .an/n>2和 .bn/n>2使得

A.n/ D

�
an bn

bn an

�
:

由于 A.n C 1/ D A.n/B.n C 1/，我们得到

A.n C 1/ D

�
an bn

bn an

��
n C 1 1

1 n C 1

�
D

�
an.n C 1/ C bn an C bn.n C 1/

an C bn.n C 1/ an.n C 1/ C bn

�
:

这意味着 ´
anC1 D an.n C 1/ C bn

bnC1 D an C bn.n C 1/

对任意 n > 2成立. 将这两个递推式分别相加减，我们得到´
anC1 � bnC1 D n.an � bn/

anC1 C bnC1 D .n C 2/.an C bn/
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对任意 n > 2成立. 这意味着 8̂̂<̂
:̂

anC1 D
nŠ

2
C

.n C 2/Š

4

bnC1 D �
nŠ

2
C

.n C 2/Š

4

:

最后得到

B.2/B.3/ � � � B.n/ D

�
.n�1/Š

2
C

.nC1/Š

4
�

.n�1/Š

2
C

.nC1/Š

4

�
.n�1/Š

2
C

.nC1/Š

4

.n�1/Š

2
C

.nC1/Š

4

�
; n > 2:

解法二. 我们证明

B.2/B.3/ � � � B.n/ D
.n � 1/Š

4

�
n2 C n C 2 n2 C n � 2

n2 C n � 2 n2 C n C 2

�
:

计算可得矩阵B.x/的特征值为 xC1和 x�1，相应的特征向量为 .˛; ˛/T和 .�ˇ; ˇ/T.
因此 B.x/ D PJB.x/P �1，其中 JB.x/表示矩阵 B.x/的 Jordan标准形，而 P 是一个可

逆矩阵：

JB.x/ D

�
1 C x 0

0 x � 1

�
; P D

�
1 �1

1 1

�
且 P �1

D
1

2

�
1 1

�1 1

�
:

因此，

B.2/B.3/ � � � B.n/ D

�
1 �1

1 1

��
.nC1/Š

2
0

0 .n � 1/Š

�
1

2

�
1 1

�1 1

�
D

.n � 1/Š

4

�
n2 C n C 2 n2 C n � 2

n2 C n � 2 n2 C n C 2

�
:

这个问题的另一种解法可以参见 [40].
1.31 (a)设 A1; A2是 A的列向量，B1; B2是 B 的列向量. 由命题 1.1我们有

det.A C B/ D det.A1 C B1jA2 C B2/

D det.A1jA2 C B2/ C det.B1jA2 C B2/

D det.A1jA2/ C det.A1jB2/ C det.B1jA2/ C det.B1jB2/

D det A C det.A1jB2/ C det.B1jA2/ C det B

且

det.A � B/ D det.A1 � B1jA2 � B2/

D det.A1jA2 � B2/ C det.B1jA2 � B2/

D det.A1jA2/ � det.A1jB2/ � det.B1jA2/ C det.B1jB2/

36

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

D det A � det.A1jB2/ � det.B1jA2/ C det B:

将这两个等式相加，我们就证明了 (a).
(b)我们用数学归纳法来证明这个部分的问题. 当 n D 1时，我们需要证明

det A1 C det.�A1/ D det A1 C .�1/2 det A1 D 2 det A1;

这显然成立. 现在我们假定这个公式对 n D 1; � � � ; p; p 2 N 成立，我们需要证明 n D

p C 1也成立. 我们有X
det.˙A1 ˙ A2 ˙ � � � ˙ ApC1/ D

X
det
�
.˙A1 ˙ A2 ˙ � � � ˙ Ap/ C ApC1

�
C
X

det
�
.˙A1 ˙ A2 ˙ � � � ˙ Ap/ � ApC1

�
D 2

X�
det.˙A1 ˙ A2 ˙ � � � ˙ Ap/ C det ApC1

�
D 2

 
2p

pX
kD1

det Ak C 2p det ApC1

!

D 2pC1

pC1X
kD1

det Ak:

1.32 设 A1; A2是 A的列向量，B1; B2是 B 的列向量，C1; C2是 C 的列向量.
我们有

det.A C B C C / D det.A1 C B1 C C1jA2 C B2 C C2/

D det.A1jA2/ C det.A1jB2/ C det.A1jC2/

C det.B1jA2/ C det.B1jB2/ C det.B1jC2/

C det.C1jA2/ C det.C1jB2/ C det.C1jC2/:

另一方面，

det.A C B/ D det.A1 C B1jA2 C B2/

D det.A1jA2/ C det.A1jB2/ C det.B1jA2/ C det.B1jB2/

det.B C C / D det.B1 C C1jB2 C C2/

D det.B1jB2/ C det.B1jC2/ C det.C1jB2/ C det.C1jC2/

且

det.A C C / D det.A1 C C1jA2 C C2/

D det.A1jA2/ C det.A1jC2/ C det.C1jA2/ C det.C1jC2/:

将所有这些式子结合 det A D det.A1jA2/; det B D det.B1jB2/和 det C D det.C1jC2/，就

解决了这个问题.
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1.33 令 S D det.A C B C C / C det.�A C B C C / C det.A � B C C / C det.A C B � C /.
由问题 1.31中的 (a)，我们有

det.A C B C C / C det.A C B � C / D 2 det.A C B/ C 2 det C

det.A C B C C / C det.A � B C C / D 2 det.A C C / C 2 det B

det.A C B C C / C det.�A C B C C / D 2 det.B C C / C 2 det A:

将这些等式加起来我们得到

S C 2 det.A C B C C / D 2 det.A C B/ C 2 det.B C C / C 2 det.C C A/

C 2 det A C 2 det B C 2 det C;

那么由问题 1.32可知这里的结论成立.
1.34 我们用数学归纳法来证明这个问题. 设 P.n/表示待证的命题

P.n/ W det
� nX

iD1

Ai

�
D

X
16i<j 6n

det.Ai C Aj / � .n � 2/

nX
iD1

det Ai :

当 n D 2时，我们有 det.A1 C A2/ D det.A1 C A2/，显然成立. 当 n D 3时我们需要证明

P.3/ W det.A1 C A2 C A3/ D det.A1 C A2/ C det.A1 C A2/ C det.A2 C A3/

� det A1 � det A2 � det A3;

由问题 1.32可知这个式子成立.
现在我们假定 P.k/对 k D 2; 3; � � � ; n成立，来证明 P.n C 1/也成立. 我们有

det.A1 C A2 C � � � C An C AnC1/ D det.B C An C AnC1/

D det.B C An/ C det.B C AnC1/ C det.An C AnC1/ � det B � det An � det AnC1

D
X

16i<j 6n

det.Ai C Aj / � .n � 2/

nX
iD1

det Ai C
X

16i<j 6nC1
i;j ¤n

det.Ai C Aj /

� .n � 2/

nC1X
iD1
i¤n

det Ai C det.An C AnC1/ �
X

16i<j 6n�1

det.Ai C Aj /

C .n � 3/

n�1X
iD1

det Ai � det An � det AnC1

D
X

16i<j 6nC1

det.Ai C Aj / � .2n � 4 � n C 3/

nX
iD1

det Ai � .n � 2/ det AnC1 � det AnC1

D
X

16i<j 6nC1

det.Ai C Aj / � .n � 1/

nC1X
iD1

det Ai :
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1.35 由问题 1.34，我们有

det.S � A1/ D
X

26i<j 6n

det.Ai C Aj / � .n � 3/

nX
iD2

det Ai :

其余的 n � 1个等式也是同样成立的. 将这些等式加在一起我们得到

nX
iD1

det.S � Ai/ D .n � 2/
X

16i<j 6n

�.n � 1/.n � 3/

nX
iD1

det Ai :

另一方面，

det S D
X

16i<j 6n

det.Ai C Aj / � .n � 2/

nX
iD1

det Ai :

因此我们需要验证

.n � 2/
X

16i<j 6n

det.Ai C Aj / � .n � 1.n � 3/

nX
iD1

det Ai

D .n � 2/
X

16i<j 6n

det.Ai C Aj / � .n � 2/2

nX
iD1

det Ai C

nX
iD1

det Ai ;

这是成立的，因为 .n � 1/.n � 3/ D n2 � 4n C 3 D .n � 2/2 � 1.
1.36 由问题 1.32我们有

det.A C B C C / D det.A C B/ C det.B C C / C det.C C A/ � det A � det B � det C D 0:

1.37 由问题 1.31 的 (a)，对 X; Y 2 M2.C/，我们有 det.X C Y / C det.X � Y / D

2 det X C 2 det Y . 如果 X D A C AT; Y D AT，我们得到 det.A C 2AT/ C det A D

2 det.A C AT/ C 2 det AT. 这意味着 det A D 11.
1.38 由问题 1.31 的 (a) 有 det.A2 C B2/ C det.A2 � B2/ D 2 det.A2/ C 2 det.B2/. 由
于 A2 C B2 D �2AB，这意味着 det.�2AB/ C det.A2 � B2/ D 4 det2 A. 因此 4 det2 A C

det.A2 � B2/ D 4 det2 A，这意味着 det.A2 � B2/ D 0.
1.39 利用定理 1.1.
1.40 (a)注意到 �

1 ˛
n

�
˛
n

1

�
D

p
n2 C ˛2

n

 
n

p
n2C˛2

˛
p

n2C˛2

�
˛

p
n2C˛2

n
p

n2C˛2

!
:

设 �n 2 Œ0; π�使得 cos �n D
n

p
n2C˛2

且 sin �n D
˛

p
n2C˛2

. 这意味着

An D

�
1 C

˛2

n2

�n
2
�

cos.n�n/ sin.n�n/

� sin.n�n/ cos.n�n/

�
;
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所以 an D

�
1 C

˛2

n2

�n
2

cos.n�n/且 bn D

�
1 C

˛2

n2

�n
2

sin.n�n/.

(b)由于 tan �n D
˛
n
. 计算可知

lim
n!1

�
1 C

˛2

n2

�n
2

D 1 且 lim
n!1

n arctan
˛

n
D ˛;

这意味着 lim
n!1

an D cos ˛且 lim
n!1

bn D sin ˛.

1.41 (a)如果A和B都是对称矩阵，则 .ACB/T D AT CBT D ACB，这说明ACB也是

一个对称矩阵. 另一方面，如果A和B都是反对称矩阵，则 .ACB/T D �A�B D �.ACB/，

这说明 A C B 也是一个反对称矩阵.
(b)设 A 2 S2.R/ \ A2.R/，则 AT D A且 AT D �A，因此 2A D O2 ) A D O2.
(c)我们有M D

M CM T

2
C

M �M T

2
，且 M CM T

2
2 S2.R/，M �M T

2
2 A2.R/. 要证明唯一

性，注意到如果M D C C D，其中 C 2 S2.R/且D 2 A2.R/，则

S D
M C M T

2
D

C C D C .D C C /T

2
D

C C C T C D C DT

2
D C

且

A D
M � M T

2
D

C C D � .D C C /T

2
D

C � C T C D � DT

2
D D:

1.42 (a)任意 A 2 M2.C/都可以唯一写成 A D B C iC，其中 B D
1
2
.A C A/是 A的实

部，而 C D
1
2i.A � A/是 A的虚部. 要证明这种写法是唯一的，注意到如果 A D E C iF，

其中 E; F 2 M2.R/，则

B D
A C A

2
D

E C iF C E C iF
2

D
E C iF C E � iF

2
D E

且

C D
A � A

2i
D

E C iF � E C iF
2

D
E C iF � E C iF

2i
D F:

(b)任意 A 2 M2.C/可以写成 A D H.A/ C iK.A/，其中 H.A/ D
1
2
.A C A�/是 A

的 Hermit部，而 iK.A/ D
1
2
.A � A�/是 A的反 Hermit部. 容易验证矩阵 H.A/和 K.A/

都是 Hermit矩阵. 要证明唯一性，注意到如果 A D E C iF，其中 E 和 F 都是 Hermit矩
阵，则

2H.A/ D A C A�
D .E C iF / C .E C iF /�

D E C iF C E�
� iF �

D 2E

且

2iK.A/ D A � A�
D .E C iF / � .E C iF / D E C iF � E�

C iF �
D 2iF:
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1.44 (a)我们有A3 D A�A2 D A.BC / D .AB/C D C 2�C D C 3，且B3 D B �B2 D B.CA/

D .BC /A D A2 � A D A3，因此 A3 D B3 D C 3.
(b)设 " ¤ 1是一个三次单位根，即 "2 C " C 1 D 0. 矩阵 A; "A以及 "2A是三个不

同的矩阵，且满足题中的条件.
1.45 (a) ) (b)我们假定存在 n 2 N使得 An D I2. 通过取行列式，我们得到 detn A D 1，

且由于 det A D a2 C b2，我们得到 det A D a2 C b2 D 1. 这意味着存在 t 2 R，使得
a D cos t 且 b D sin t . 因此

A D

�
cos t sin t

� sin t cos t

�
) Ak

D

�
cos kt sin kt

� sin kt cos kt

�
; k 2 N:

等式 An D I2意味着 �
cos nt sin nt

� sin nt cos nt

�
D

�
1 0

0 1

�
:

于是 cos nt D 1且 sin nt D 0，这意味着 nt D 2pπ; p 2 Z. 因此 t D
2p

n
π D qπ，其中

q D
2p

n
2 Q，于是 a D cos qπ且 b D sin qπ.

(b) ) (a)令 a D cos qπ且 b D sin qπ，其中 q 2 Q�，即 q D
u
v
; u 2 Z而 v 2 N. 由于

q D
2u
2v
，我们有

A D

�
cos 2uπ

2v
sin 2uπ

2v

� sin 2uπ
2v

cos 2uπ
2v

�
;

于是 A2v D I2.
1.46 设 f 2 ZŒx�是多项式

f .x/ D det.A � xB/ D det A C ˛x C .det B/x2
D ˛x; ˛ 2 Z:

由于 AB D BA，我们有

An
� Bn

D

n�1Y
kD0

.A � "kB/; "n
k D 1; k D 0; 1; � � � ; n � 1;

且

An
C Bn

D

n�1Y
kD0

.A � �kB/ ; �n
k D �1; k D 0; 1; � � � ; n � 1:

通过取行列式，我们得到

det.An
� Bn/ D

n�1Y
kD0

f ."k/ D

n�1Y
kD0

.˛"k/ D ˛n.�1/nC1
D �.�˛/n;

且

det.An
C Bn/ D

n�1Y
kD0

f .�k/ D

n�1Y
kD0

.˛�k/ D ˛n.�1/n
D .�˛/n;
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所以 a D �˛.
1.47 我们有

M D A2
C B2

C C 2
� AB � BC � CA

D A2
� A.B C C / C

1

4
.B C C /2

C
3

4
.B � C /2

D
1

4

�
.2A � B � C /2

C

�p
3.B � C /

�2
�
:

因此，det M D 0当且仅当 det
�
.2A � B � C /2 C

�p
3.B � C /

�2
�

D 0.

令 P D 2A � B � C; Q D
p

3.B � C /，则 P; Q 2 M2.R/.
我们来证明，如果 det.P 2 C Q2/ D 0 且 PQ D QP，则 det P D det Q. 由于

P 2 C Q2 D .P C iQ.P � iQ//，我们有 det.P 2 C Q2/ D det.P C iQ/ det.P � iQ/. 另
一方面，det.P C iQ/ D det P C ˛i C i2 det Q D det P � det Q C ˛i 且 det.P � iQ/ D

det.P C iQ/ D det P � det Q � ˛i. 因此，det.P 2 C Q2/ D .det P � det Q/2 C ˛2 D 0

意味着 ˛ D 0且 det P D det Q. 所以，det.2A � B � C / D det
�p

3.B � C /
�
，这又说明

det.2A � B � C / D 3 det.B � C /.

1.48 我们证明 a2 D 4b. 设M D

�
x ´

´ y

�
，题中的条件即为 x C y D a且 xy � ´2 D b.

由于这两个方程关于 x; y 是对称的，要想矩阵唯一，必有 x D y，这意味着 2x D a 且

x2 � ´2 D b. 进一步，如果 .x; y; ´/是方程组的一组解，则 .x; y; �´/也是一组解，要想

M 唯一，必有 ´ D 0. 这意味着 2x D a且 x2 D b，所以 a2 D 4b.
如果 a2 D 4b，那么我们可以证明，满足性质 Tr.M/ D a且 det.M/ D b 的矩阵M

是唯一的. 如果 x C y D a且 xy � ´2 D b，则

.x � y/2
C 4´2

D .x C y/2
C 4´2

� 4xy D a2
� 4b D 0;

所以我们必有 x D y 且 ´ D 0，这意味着M D

�
a=2 0

0 a=2

�
.

另一种解法是基于矩阵M 的特征值的技巧（见 [60]）.

1.49 (a)设 J1 D

�
2 �1

2 �1

�
且 J2 D

�
�1 1

�2 2

�
，注意到

J 2
1 D J1; J 2

2 D J2; I1I2 D I2J1 D O2:

首先我们证明M 在矩阵乘法下是封闭的. 如果 Aa; Ab 2 M，则 Aa D J1 C aJ2 且

Ab D J1 C bJ2. 直接计算可得

AaAb D .J1 C aJ2/.J1 C bJ2/

D J 2
1 C bJ1J2 C aJ2J1 C abJ 2

2
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D J1 C abJ2 D Aab 2 M :

现在我们证明M 在矩阵乘法下是一个 Abel群.

结合律 .AaAb/Ac D Aa.AbAc/ D Aabc; ; 8a; b; c 2 R�；

单位元 I2 D J1 C J2 D A1 ) AaI2 D I2Aa D Aa; 8a 2 R�；

逆元 AaA1=a D A1 D I2 D A1=aAa; 8a 2 R� ) A�1
a D A1=a；

交换律 AaAb D AbAa D Aab; 8a; b; 2 R�.

(b)设函数 f W M ! R�定义为 f .Aa/ D a. 首先由定义可知 f 是满射，现在我们证

明 f 是一个一一映射. 如果 f .Aa/ D f .Ab/，则 a D b，Aa D J1 CaJ2 D J1 CbJ2 D Ab.
另一方面，f .AaAb/ D f .Aab/ D ab D f .Aa/f .Ab/; 8a; b 2 R�，这意味着 f 是同构映

射.
1.50 首先我们证明M 在矩阵乘法下是封闭的. 令

A D

�
˛ 2ˇ

ˇ ˛

�
; B D

�
m 2n

n m

�
;

其中 ˛; ˇ; m; n 2 Q; ˛ ¤ 0或 ˇ ¤ 0，m ¤ 0或 n ¤ 0. 直接计算可得

AB D

�
˛m C 2ˇn 2.˛n C ˇm/

˛n C ˇm ˛m C 2ˇn

�
D

�
x 2y

y x

�
;

其中 x D ˛m C 2ˇn; y D ˛n C ˇm.
我们证明 x和 y 不可能都是 0. 如果 x D y D 0，我们得到´

˛m C 2ˇn D 0

˛n C ˇm D 0
:

这是一个关于m; n的齐次线性方程组，其行列式 ˛2 � 2ˇ2 ¤ 0. 因为如果 ˛2 � 2ˇ2 D 0，

则 .˛ �
p

2ˇ/.˛ C
p

2ˇ/ D 0 , ˛ D ˇ D 0，这与 ˛; ˇ 不同时为 0 是矛盾的. 因此，
˛2 � 2ˇ2 ¤ 0，这意味着方程组只有唯一解 m D n D 0，这又与 m; n不同时为 0矛盾. 因
此 x和 y 不能同时为 0，且这说明M 在矩阵乘法下是封闭的.
读者可以验证 .M ; �/是一个 Abel群.

结合律 .AB/C D A.BC /; 8A; B; C 2 M；

单位元 I2 2 M 且 AI2 D I2A D A; 8A 2 M；

逆元注意到 �
x 2y

y x

��1

D

 
x

x2�2y2 �
2y

x2�2y2

�
y

x2�2y2

x
x2�2y2

!
2 M；
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交换律AB D BA; 8A; B 2 M .

1.51 要证明 .M ; �/是一个 Abel群，只需要直接计算即可. 令

U D ¹´ 2 C W j´j D 1º D ¹cos ˛ C i sin ˛ W ˛ 2 Rº;

表示所有模为 1的复数的集合. 这个集合在复数的乘法下构成一个 Abel群（验证这一
点!）.

函数 f W U ! M 定义为

f .cos ˛ C i sin ˛/ D

�
cos ˛ sin ˛

� sin ˛ cos ˛

�
;

这是一个同构映射.
1.52 本题的解答类似于问题 1.51.
1.53 (a)设 ´; ´0 2 G ; ´ D x C y

p
5以及 ´0 D x0 C y 0

p
5，其中 x; y; x0; y 0 2 Q，满足

x2 � 5y2 D 1; x02 � 5y02 D 1. 直接计算可得

´´0
D .x C y

p
5/.x0

C y 0
p

5/ D xx0
C 5yy 0

C .xy 0
C x0y/

p
5 D X C Y

p
5;

其中 X D xx0 C 5yy 0 2 Q; Y D xy 0 C x0y 2 Q. 且

X2
� 5Y 2

D .xx0
C 5yy 0/2

� 5.xy 0
C x0y/2

D x2x02
C 25y2y 02

� 5x2y 02
� 5x02y2

D x2.x02
� 5y02/ � 5y2.x02

� 5y02/

D x2
� 5y2

D 1:

这意味着 G 对数的乘法是封闭的.
我们还可以验证 G 对数的乘法是满足结合律和交换律的. 由于 1 D 1 C 0

p
5 且

12 � 5 � 02 D 1，我们可得 G 的单位元是 1. 如果 ´ D x C y
p

5 2 G，其中 x; y 2 Q且
x2 � 5y2 D 1，则

1

´
D

1

x C y
p

5
D

x � y
p

5

x2 � 5y2
D x � y

p
5;

由于 x; �y 2 Q且 x2 � 5.�y/2 D 1，这说明 1
´

2 G . 因此，́ 的逆元是 1
´
. 综上所述，我们

证明了 .G ; �/是一个 Abel群.
(b)如果 x; y; x0; y 0 2 Q; x2 � 5y2 D 1; x02 � 5y 02 D 1，则�

x 2y
5
2
y x

��
x0 2y 0

5
2
y 0 x0

�
D

�
xx0 C 5yy 0 2.x0y C y 0x/

5
2
.x0y C y 0x/ xx0 C 5yy 0

�
D

�
X 2Y
5
2
Y X

�
;
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其中 X D xx0 C 5yy 0 2 Q且 Y D xy 0 C x0y 2 Q. 且 X2 � 5Y 2 D 1（见 (a)中的计算）.
这意味着M 在矩阵乘法下是封闭的.

M 在矩阵乘法下还满足结合律和交换律. M 的单位元是 I2，而M 中矩阵的逆为�
x 2y

5
2
y x

��1

D

�
x �2y

�
5
2
y x

�
2 M :

因此，.M ; �/是一个 Abel群.
(c)函数 f W G ! M 定义为

f .x C y
p

5/ D

�
x 2y

5
2
y x

�
;

这是一个群同构. 由定义可知 f 是一个满射，而 f 是一个一一映射也是很容易验证的.
要证明 f 是同构，我们有

f
�
.x C y

p
5/.x0

C y 0
p

5/
�

D

�
xx0 C 5yy 0 2.xy 0 C x0y/

5
2
.xy 0 C x0y/ xx0 C 5yy 0

�
;

且

f .x C y
p

5/f .x0
C y 0

p
5/ D

�
x 2y

5
2
y x

��
x0 2y 0

5
2
y 0 x0

�
D

�
xx0 C 5yy 0 2.xy 0 C x0y/

5
2
.xy 0 C x0y/ xx0 C 5yy 0

�
;

所以 f
�
.x C y

p
5/.x0 C y 0

p
5/
�

D f .x C y
p

5/f .x0 C y 0
p

5/.
1.54 (b)首先，我们注意到 .Md ; �/的单位元是 I2. 如果 f W C� ! Md 是一个同构，则

f .1/ D I2. 如果 f .i/ D A D

�
a db

b a

�
，则 f .i2/ D f .�1/ ¤ f .1/ D I2，所以 A2 ¤ I2.

另一方面，f .i4/ D f .1/ D I2，所以 A4 D I2. 直接计算可得

A2
D

�
a2 C db2 d.2ab/

2ab a2 C db2

�
; A4

D

�
.a2 C db2/2 C 4a2b2d 4abd.a2 C db2/

4ab.a2 C db2/ .a2 C db2/ C 4a2b2d

�
:

等式 A4 D I2意味着 ´
.a2

C db2/2
C 4a2b2d D 1

ab.a2
C db2/ D 0

:

如果 a2 C db2 D 0，我们得到 4a2b2d D 1 , 4a2.�a2/ D 1 , 4a4 D �1，这没有实

数解.

如果 b D 0，我们得到 a4 D 1 ) a D ˙1且 A D ˙I2，这与 A2 D I2矛盾.
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如果 a D 0，我们得到 .db2/2 D 1 ) db2 D ˙1，这个等式也意味着 d ¤ 0. 我们有

A D

�
0 db

b 0

�
且 A2

D

�
db2 0

0 db2

�
¤ I2;

这意味着 db2 D �1，所以 d < 0且 b D ˙
1

p
�d

.

要证明这个条件也是充分的，我们定义函数 f W C� ! Md 为

f .x C iy/ D

�
x d˛y

˛y x

�
;

其中 x; y 2 R且 ˛ D ˙
1

p
�d
，这是一个群同构.

1.55 直接计算即可证明.
1.56 K4的 Cayley表如表格 1.1：

表 1.1: K4的 Cayley表

� I2 Sx Sy S0

I2 I2 Sx Sy S0

Sx Sx I2 S0 Sy

Sy Sy S0 I2 Sx

S0 S0 Sy Sx I2

1.57 设 a; b; c 2 R，且令 A D

�
a C b b

c a C c

�
是一个正交矩阵.

我们有 1 D det I2 D det.AAT/ D det2 A，这意味着 det A D ˙1.

如果 det A D 1，则 AT D A�1 D A�，所以�
a C b b

c a C c

�
D

�
a C c �b

�c a C b

�
;

由此可得 b D c 且 �b D c，这说明 b D c D 0，且由于 det A D a2，我们得到 a D ˙1.
因此 A C ˙I2.

如果 det A D �1，则 AT D A�1 D �A�，所以�
a C b b

c a C c

�
D

�
�a � c b

c �a � b

�
;

由此可得 b D c且 a C b D �a � c，这说明 b D c且 a C b D 0，因此 A D

�
0 �a

�a 0

�
.

且由于 det A D �a2 D �1，我们得到 a D ˙1. 因此 A D ˙U，其中 U D

�
0 1

1 0

�
.
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我们得到 G D ¹I2; �I2; U; �U º，且这个群同构于 Klein 4-群 K4.
1.58 (a) ) (b)如果 E 是Mn 的单位元，且 X 2 Mn，则 A D .EX/n D EnXn D AA D

A2.
(b) ) (c)由于 A2 D A，且 A ¤ I2，我们得到 det A D 0，且由 Xn D A，我们得到对

任意 X 2 Mn有 det X D 0. Cayley–Hamilton定理意味着对任意 X 2 Mn，存在 t 2 C使
得 X2 D tX . 这意味着 A D Xn D tn�1X，且由于 A ¤ O2，我们得到 t ¤ 0; X D sA，其

中 s D t1�n. 等式 Xn D A意味着 sn D 1，由此得到Mn � ¹sA W sn D 1º. 反过来，如果
X 2 ¹sA; sn D 1º，则 Xn D snA D A，所以Mn � UnA，且 f W Un ! Mn; f .´/ D ´A是

一个同构.
(c) ) (a)这是显然的.

1.59 容易验证 G 和 S 在矩阵乘法下构成群. 我们假定 G 同构于 S，由于任意群同构将

G 中的元素映到 S 中的同阶元素，反之亦然，这意味着这两个群有相同数目的不超过 2
阶的元素. 因此，方程 X2 D I2在两个群中具有相同数目的解.

设 X 2 S 使得 X2 D I2. 根据 Cayley–Hamilton定理，我们有 X2 � tX C I2 D O2，

其中 t D Tr.X/. 由此得到 tX D 2I2，所以 t ¤ 0且 X D
2
t
I2. 这意味着 t D Tr.X/ D

Tr
�

2
t
I2

�
D

4
t

) t D ˙2. 因此，X 2 ¹�I2; I2º. 然而，在 G 中，方程 X2 D I2 还有解

Xa D

�
0 a
1
a

0

�
; a 2 C�.

1.60 如果 G D ¹O2º，则 G同构于 .C�; �/的单位子群 ¹1º. 如果 G ¤ ¹O2º，我们有，如果

O2 2 G，则 AO2 D O2，于是 G D ¹O2º. 因此，如果 G ¤ ¹O2º，则 O2 … G.
设 A 2 G. 由于 AE D A 且 A2E D A2，根据 Cayley–Hamilton 定理，我们得到

.tA � dI2/E D tA � dI2，其中 t D Tr.A/且 d D det A. 由此得到 tA � dE D tA � dI2，这

意味着 d.E � I2/ D O2. 由于 E ¤ I2，我们有 det A D 0. 因此，det A D 0对任意 A 2 G

成立，根据 Cayley–Hamilton定理，我们有 A2 D tA.
设 A0是 A在群 G 中的对称元. 我们有

A2A0
D tAA0

D tE , A.AA0/ D tE , AE D tE , A D tE D Tr.A/E:

这意味着 G � ¹˛E; ˛ 2 C�º. 令函数 f W G ! C�定义为 f .A/ D ˛
�

D Tr.A/
�
. 首先，我

们说明 f 是良定义的，因为如果 A D ˛E C ˇE，由 E ¤ O2，我们得到 ˛ D ˇ.
如果 A; B 2 G 使得 A D ˛E 且 B D ˇE，我们有

f .AB/ D f .˛ˇE2/ D f .˛ˇE/ D ˛ˇ D f .A/f .B/;

这意味着 f 是一个群同构. 且由于 f 是单射（验证这一点!），我们得到 G Š f .G/ 6
G.C�; �/.

1.61 (a)我们可以验证问题的 (d)部分的结论 R�1
˛ D

�
cos ˛ sin ˛

� sin ˛ cos ˛

�
. 然而，这意味着

RT
˛ D R�1

˛ ，这说明 R˛ 是正交矩阵.
(b)我们可以验证下面的性质成立：
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结合律 .R˛Rˇ /R D R˛.Rˇ R/; 8˛; ˇ;  2 R；

单位元 R˛I2 D I2R˛ D R˛; 8˛ 2 R（注意到 I2 D R0）；

逆元 R˛R�˛ D R�˛R˛ D I2，这意味着 R�1
˛ D R�˛；

交换律 R˛Rˇ D Rˇ R˛; 8˛; ˇ 2 R.

我们将这些计算留给感兴趣的读者.
(c)我们有

R˛Rˇ D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

��
cos ˇ � sin ˇ

sin ˇ cos ˇ

�
D

�
cos.˛ C ˇ/ � sin.˛ C ˇ/

sin.˛ C ˇ/ cos.˛ C ˇ/

�
;

且

Rˇ R˛ D

�
cos ˇ � sin ˇ

sin ˇ cos ˇ

��
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
D

�
cos.ˇ C ˛/ � sin.ˇ C ˛/

sin.ˇ C ˛/ cos.ˇ C ˛/

�
;

这就意味着 R˛Rˇ D Rˇ R˛ D R˛Cˇ .
(d)由 (c)，我们有 R˛R�˛ D R�˛R˛ D I2，这就意味着 R�1

˛ D R�˛.
(e)注意到

Rn
˛ D

�
cos.n˛/ � sin.n˛/

sin.n˛/ cos.n˛/

�
; n > 1;

这个公式可以用数学归纳法证明.
1.62 显然 O2 2 G.A/. 我们来证明：如果 X 2 G.A/，则 �X 2 G.A/. 由于

det.A C X/ C det.A � X/ D 2 det A C 2 det X;

det.A C X/ D det A C det X;

我们得到

det.A � X/ D det A C det X D det A C det.�X/:

如果 X; Y 2 G.A/，我们来证明 X C Y 2 G.A/. 设 X; Y 2 G.A/，由问题 1.32我们
有

det.A C X C Y / D det.A C X/ C det.A C Y / C det.X C Y / � det A � det X � det Y

D det A C det X C det A C det Y C det.X C Y / � det A � det X � det Y

D det A C det.X C Y /;

这就意味着 X C Y 2 G.A/.
现在我们证明

�
H.A/; C

�
是
�
M2.C/; C

�
的一个子群. 首先，我们注意到 O2 2

H.A/. 其次，我们证明：如果 X; Y 2 H.A/，则 X � Y 2 H.A/. 我们有

Tr
�
A.X � Y /

�
D Tr.AX � AY /
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D Tr.AX/ � Tr.AY /

D Tr.A/ Tr.X/ � Tr.A/ Tr.Y /

D Tr.A/
�

Tr.X/ � Tr.Y /
�

D Tr.A/ Tr.X � Y /:

注 1.16 我们还可以验证
�
G 0.A/; C

�
是
�
M2.C/; C

�
的一个子群，其中

G 0.A/ D ¹X 2 M2.C/ W det.A � X/ D det A C det Xº:

1.63 (a) det M.�/ D cosh2 � � sinh2 � D 1.
(b)我们有

M.�1/M.�2/ D

�
cosh �1 sinh �1

sinh �1 cosh �1

��
cosh �2 sinh �2

sinh �2 cosh �2

�
D

�
cosh �1 cosh �2 C sinh �1 sinh �2 cosh �1 sinh �2 C sinh �1 cosh �2

sinh �1 cosh �2 C cosh �1 sinh �2 sinh �1 sinh �2 C cosh �1 cosh �2

�
D

�
cosh.�1 C �2/ sinh.�1 C �2/

sinh.�1 C �2/ cosh.�1 C �2/

�
D M.�1 C �2/:

(c)根据 (b)结合数学归纳法即证.
(d) H 的矩阵乘法是满足结合律和交换律的，其单位元为M.0/ D I2，且M.�/的逆

为矩阵M.��/.
1.64 注意到

D2n D

²
R� ; SR� W S D

�
�1 0

0 1

�
; R� 2 Rn

³
;

其中Rn是定理 1.3中的旋转群.
我们有下面的关系式：

R�1
.SR�2

/ D SR�2��1
；

.SR�1
/R�2

D SR�1C�2
；

.SR�1
/.SR�2

/ D R�2��1
.

1.65 集合

MC D

²
A 2 M2.R/ W A D

�
x �y

y x

�³
是
�
M2.R/; C

�
的子环，且与 C同构（见定理 1.3）.
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1.66 (a)这个部分的结论可以直接计算得到.
(b)设函数 f W ZŒi� ! M 定义为

f .x C iy/ D

�
x y

�y x

�
:

容易看出 f 是双射. 要证明 f 是环同构，我们需要验证

f
�
.x C iy/ C .x0

C iy 0/
�

D f
�
x C x0

C i.y C y 0/
�

D

�
x C x0 y C y 0

�.y C y 0/ x C x0

�
D

�
x y

�y x

�
C

�
x0 y 0

�y 0 x0

�
D f .x C iy/ C f .x0

C iy 0/;

且

f
�
.x C iy/.x0

C iy 0/
�

D f .xx0
� yy 0

C i
�
xy 0

C yx0/
�

D

�
xx0 � yy 0 xy 0 C yx0

�.xy 0 C yx0/ xx0 � yy 0

�
D

�
x y

�y x

��
x0 y 0

�y 0 x0

�
D f .x C iy/f .x0

C iy 0/:

1.67 令 A.x; y/ D

�
x y

f .x; y/ g.x; y/

�
. 由于M 在加法下封闭，那么对 x1; y1; x2; y2 2

Z，存在 x3; y3 2 Z使得 A.x;y1/ C A.x2; y2/ D A.x3; y3/. 这意味着´
f .x1 C x2; y1 C y2/ D f .x1; y1/ C f .x2; y2/

g.x1 C x2; y1 C y2/ D g.x1; y1/ C g.x2; y2/
: (1.1)

如果 x1 D x2 D y1 D y2 D 0，我们得到 f .0; 0/ D g.0; 0/ D 0. 如果 x1 D y2 D 0且

x2 D x; y1 D y，我们得到´
f .x; y/ D f .x; 0/ C f .0; y/ D f1.x/ C f2.y/

g.x; y/ D g.x; 0/ C g.0; y/ D g1.x/ C g2.y/
;

其中 f1.x/ D f .x; 0/; f2.x/ D f .0; x/; g1.x/ D g.x; 0/; g2.x/ D g.0; x/．

在 (1.1)中令 y1 D y2 D 0，我们得到´
f1.x1 C x2/ D f1.x1/ C f1.x2/

g1.x1 C x2/ D g1.x1/ C g1.x2/
; 8x1; x2 2 Z:
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而在 (1.1) 中令 x1 D x2 D 0，我们得到同样的关系对 f2 和 g2 也是成立的，因此

f1; g1; f2; g2是加性函数.
设 h W Z ! Z是一个加性函数，即 h.x C y/ D h.x/ C h.y/; 8x; y 2 Z. 则

h.0/ D 0; h.n/ D nh.1/; h.�n/ D �h.n/;

所以 h.x/ D xh.1/; 8x 2 Z. 因此

f1.x/ D xf1.1/; f2.x/ D xf2.1/; g1.x/ D xg1.1/; g2.x/ D xg2.1/:

由于 I2 2 M，我们得到

I2 2 M )

�
1 0

f .1; 0/ g.1; 0/

�
D

�
1 0

0 1

�
;

这意味着 f .1; 0/ D 0 且 g.1; 0/ D 1. 这反过来又说明 f1.1/ D 0 且 g1.1/ D 1，所以

f1.x/ D 0; 8x 2 Z且 g1.x/ D x; 8x 2 Z.
设 f2.1/ D a 2 Z; g2.1/ D b 2 Z，我们有

f .x; y/ D ay; g.x; y/ D x C by; 8.x; y/ 2 Z � Z:

现在很容易验证这些条件也是充分的.

1.68 令 A D

�
0 1

0 0

�
且 B D

�
0 0

1 0

�
，则 A2 D B2 D O，因此 A和 B 都是幂零矩阵.

另一方面，A C B D

�
0 1

1 0

�
，且我们有 .A C B/2 D I2. 这意味着不存在 k 2 N使得

.A C B/k D O2，所以 A C B 不是幂零矩阵. 这也证明非交换环M2.Z/中幂零矩阵的集

合不是一个理想.
注意. 这个问题指出，非交换环中的幂零矩阵的集合不必是理想. 然而，我们可以

证明，如果 R是一个交换环，则其中的幂零矩阵的集合构成一个理想，称之为 R的幂零

根基，记为N .R/.

1.69 令 A.x; y/ D

�
x f .x; y/

g.x; y/ y

�
，由于M 在加法下封闭，我们有

´
f .x1 C x2; y1 C y2/ D f .x1; y1/ C f .x2; y2/

g.x1 C x2; y1 C y2/ D g.x1; y1/ C g.x2; y2/
:

如果 y1 D y2 D 0，我们得到 f .x1 C x2; 0/ D f .x1; 0/ C f .x2; 0/，这意味着

f .n; 0/ D nf .1; 0/; f .�n; 0/ D �nf .1; 0/; 8n 2 N:
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由于 f .0; 0/ D 0，我们得到 f .k; 0/ D ak; 8k 2 Z，其中 a D f .1; 0/ 2 Z. 类似地，我们
得到 f .0; k/ D bk; 8k 2 Z，其中 b D f .0; 1/ 2 Z. 因此，函数 f 和 g具有如下形式：´

f .x; y/ D ax C by

g.x; y/ D cx C dy
; 8.x; y/ 2 Z � Z:

由于 I2 2 M，我们得到 �
1 0

0 1

�
D

�
1 f .1; 1/

g.1; 1/ 1

�
;

且这意味着 f .1; 1/ D g.1; 1/ D 0 ) a C b D c C d D 0.
现在我们可以验证集合

M D

²�
x a.x � y/

c.x � y/ y

�
W x; y 2 Z

³
在矩阵加法和乘法下构成一个含幺环.

综上所述，函数 f .x; y/ D a.x � y/; 8.x; y/ 2 Z � Z，函数 g.x; y/ D c.x �

y/; 8.x; y/ 2 Z � Z，其中 a; c 2 Z为任意常数.
1.70 和 1.71 可以直接计算得到.

1.72 令 A.x; y/ D

�
x f .x; y/

g.x; y/ y

�
，由于M 在加法下封闭，我们有

´
f .x1 C x2; y1 C y2/ D f .x1; y1/ C f .x2; y2/

g.x1 C x2; y1 C y2/ D g.x1; y1/ C g.x2; y2/
:

如果 y1 D y2 D 0，我们得到 f .x1 C x2; 0/ D f .x1; 0/ C f .x2; 0/，这意味着 f1.x/ D

f .x; 0/; 8x 2 Q是一个加性函数，即存在 a 2 Q使得 f1.x/ D ax; 8x 2 Q. 类似地，我
们得到

f2.y/ D f .0; y/; g1.x/ D g.x; 0/; g2.y/ D g2.0; y/

也都是 Q上的加性函数，所以 g2.y/ D by; g1.x/ D cx 以及 g2.y/ D dy; 8x; y 2 Q. 这
些就说明 f .x; y/ D ax C by 且 g.x; y/ D cx C dy; 8x; y 2 Q，其中 a; b; c; d 2 Q是固
定的常数.

单位矩阵也应该属于M，即存在 x; y 2 Q使得

A.x; y/ D I2 , f .1; 1/ D g.1; 1/ D 0 ) a C b D c C d D 0:

现在我们可以验证集合

M D

²�
x a.x � y/

c.x � y/ y

�
W x; y 2 Q
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在矩阵加法和乘法下构成一个环. 如果M 中每个非零矩阵都有逆矩阵，即 det A.x; y/ ¤

0对 .x; y/ ¤ .0; 0/成立，则此环是一个域. 这意味着 xy � ac.x � y/2 ¤ 0; 8.x; y/ ¤

.0; 0/.
设 .x; y/ ¤ .0; 0/，考虑方程 ax2 � .2ac C 1/xy C acy2 D 0. 条件 ac ¤ 0是必要

的，否则，.1; 0/ ¤ .0; 0/但 det A.1; 0/ D 0. 如果 y D 0，则方程就意味着 x D 0，这与

.x; y/ ¤ .0; 0/矛盾. 如果 y ¤ 0，我们考虑方程

ac
�x

y

�2

� .2ac C 1/
x

y
C ac D 0;

这个方程不能有有理根，因此 � D 4ac C 1 < 0或 � > 0且
p

4ac C 1 … Q.
综上所述，f .x; y/ D a.x � y/且 g.x; y/ D c.x � y/; 8x; y 2 Q，其中 a; c 2 Q是常

数，使得 4ac C 1 < 0或 4ac C 1 > 0且
p

4ac C 1 … Q.
1.73 (a)如果 m D aE C bI C cJ 且 m0 D a0E C b0I C c0J C d 0K，则

m C m0
D .a C a0/E C .b C b0/I C .c C c0/J C .d C d 0/K 2 M ;

且

mm0
D .aa0

� bb0
� cc0

� dd 0/E C .ab0
C ba0

C cd 0
� dc0/I

C .ac0
C ca0

C db0
� bd 0/J C .ad 0

C da0
C bc0

� cb0/K 2 M :

我们有 mem D .a2 C b2 C c2 C d 2/E D emm.
(b)我们可以验证M 在矩阵加法和乘法下构成一个环，且单位元

E D 1E C 0I C 0J C 0K 2 M :

如果 m ¤ O2，即至少有一个系数 a; b; c; d 非零，则 a2 C b2 C c2 C d 2 ¤ 0，且

m
1

a2 C b2 C c2 C d 2
em D

1

a2 C b2 C c2 C d 2
emm D E:

因此

m�1
D

1

a2 C b2 C c2 C d 2
em 2 M :

所以，.M ; C; �/是一个域. 这是一个非交换域，因为 IJ ¤ JI .
(c)多项式 p.x/ D x2 C E 有根 I; J; K; �I; �J 和 �K，所以它至少有六个根. 事实

上，可以证明 p有无穷多个根. 要证明这一点，注意到M 中的元素形如�
a C bi c C d i

�c C d i a � bi

�
; a; b; c; d 2 R:
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因此，要解方程 x2 C E D O2，我们需要求出实数 a; b; c; d 使得�
a C bi c C d i

�c C d i a � bi

�2

D

�
�1 0

0 �1

�
:

计算可知此方程组的解形如�
bi c C d i

�c C d i �bi

�
D bI C cJ C dK;

其中 b; c; d 2 R满足 b2 C c2 C d 2 D 1.
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第
2
章

Cayley–Hamilton定理

IfA 2 M2.C/, thenA2 �Tr.A/AC.det A/I2 D O2:

Cayley–Hamilton

2.1 Cayley–Hamilton定理

如果 A D

�
a b

c d

�
2 M2.C/，则：

A的特征多项式定义为

fA.x/ D det.A � xI2/ D x2
� .a C d/x C ad � bc D x2

� Tr.A/x C det A 2 CŒx�；

方程

fA.�/ D 0 , �2
� Tr.A/� C det A D 0

称为 A的特征方程；

特征方程的根 �1; �2称为 A的特征值，且集合 ¹�1; �2º称为 A的谱，记作 Spec.A/.

由 Viète公式，有

�1 C �2 D Tr.A/ 且 �1�2 D det A.

接下来，我们给出一些矩阵的特征值的性质，这些性质可以通过直接计算得到.

设 � 2 C，则

如果 �不是 A的特征值，则方程组´
.a � �/x C by D 0

cx C .d � �/y D 0
, AX D �X; 其中X D

�
x

y

�
;
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只有平凡解 .x; y/ D .0; 0/.

如果 �是 A的特征值，则方程组 AX D �X 至少有一个非平凡解 X ¤ 0；这样一

个解称为 A的相应于特征值 �的一个特征向量.

� 2 C是 A的一个特征值当且仅当存在

X D

�
x

y

�
使得 AX D �X；

如果 �1; �2是 A的特征值，则

�n
1; �n

2 是 An; n 2 N的特征值；

对任意多项式 P 2 CŒx�，P.�1/; P.�2/是矩阵 P.A/的特征值；

如果 A可逆，det A D det.A � 0I2/ ¤ 0，所以 0不是 A的特征值，则 1
�1

; 1
�2
是 A�1

的特征值.

接下来的定理给出两个可交换矩阵的和与乘积的特征值.

定理 2.1 两个可交换矩阵的和与乘积的特征值.
如果 A; B 2 M2.C/是可交换的矩阵，则矩阵 A C B 和 AB 的特征值形式为

�ACB D �A C �B 且 �AB D �A�B :

证 如果 B D ˛I2，则 A C B D A C ˛I2的特征值为 �1 C ˛和 �2 C ˛，其中 �1; �2是 A

的特征值，而 ˛是 B 的特征值. 另一方面，AB D ˛A的特征值的特征值为 ˛�1和 ˛�2.
如果 B ¤ ˛I2; ˛ 2 C，则 B 2 C .A/，且由定理 1.1的 (b)我们有 B D ˛I2 C ˇA对某

个 ˛; ˇ 2 C成立. 我们有

�B D ˛ C ˇ�A; A C B D ˛I2 C .ˇ C 1/A; AB D ˛A C ˇA2:

由此得到 �ACB D ˛ C .ˇ C 1/�A D �A C �B，且 �AB D ˛�A C ˇ�2
A D �A�B . �

注 2.1 如果 ˛; ˇ 2 C且 A; B 2 M2.C/是可交换的矩阵，则矩阵 ˛A C ˇB 和 AiBk 的

特征值形式为

�˛ACˇB D ˛�A C ˇ�B 且 �Ai Bk D �i
A�k

B :

现在我们就可以着手证明著名的 Cayley–Hamilton定理了，这个定理指出任意方阵
的特征多项式是这个方阵的零化多项式.
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定理 2.2 Cayley–Hamilton定理
如果 A 2 M2.C/，则 A2 � Tr.A/A C .det A/I2 D O2.

证 我们通过直接计算来证明这个定理. 设 A D

�
a b

c d

�
.

直接计算可得

A2
D

�
a2 C bc b.a C d/

c.a C d/ d 2 C bc

�
:

如果 x D Tr.A/ D a C d，则

A2
� Tr.A/ C .det A/I2 D

�
a2 C bc b.a C d/

c.a C d/ d 2 C bc

�
�

�
ax bx

cx dx

�
C

�
ad � bc 0

0 ad � bc

�
D

�
a2 C ad � ax 0

0 d 2 C ad � dx

�
D O2;

这就证明了定理. �

历史注记. Cayley–Hamilton 定理是在 1853 年由 Hamilton 利用四元数的线性函数
所证明 [36]. 这相应于 4�4的实矩阵或者 2�2的复矩阵的特殊情形. 在 1958年，Cayley
指出对 3 � 3矩阵也成立，但只发表了 2 � 2矩阵的情形 [14].“一般来说，Cayley不是一
个容易激动的人，在发现之时，他宣称 Cayley–Hamilton定理“非常了不起”，几代数学家
都分享了他的喜悦”[35, p.772]. 然而，是 Frobenius在 1878年证明了一般的情形 [19].

接下来我们给出 Cayley–Hamilton定理的一些应用.
引理 2.1 如果 A 2 M2.C/是可逆的，则

A�1
D

1

det A

�
Tr.A/I2 � A

�
且 Tr.A�1/ D

Tr.A/

det A
:

证 由 Cayley–Hamilton定理，我们有 A2 � Tr.A/A C .det A/I2 D O2. 将这个等式两边
乘以 A�1，我们得到

A � Tr.A/I2 C .det A/A�1
D O2 ) A�1

D
1

det A

�
Tr.A/I2 � A

�
:

引理的第二部分只需要在第一部分中取迹即可. �

接下来的引理是关于计算行列式为 0或者迹为 0的二阶矩阵的幂.
引理 2.2 两类特殊矩阵的 n次幂
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(a) 如果 A 2 M2.C/满足 det A D 0，则

An
D
�

Tr.A/
�n�1

A; 8n 2 N:

(b) 如果 A 2 M2.C/满足 Tr.A/ D 0，则

An
D

´
.� det A/kI2; n D 2k; k 2 N
.� det A/k�1A n D 2k � 1; k 2 N

:

证 (a)由定理 2.2，我们有 A2 D Tr.A/A，这意味着

A3
D A2A D .Tr A/AA D Tr.A/ Tr.A/A D Tr2.A/A:

由数学归纳法我们有 An D .Tr A/n�1A; 8n 2 N.
(b) 由于 Tr.A/ D 0，利用定理 2.2，我们得到 A2 C .det A/I2 D O2. 这意味着

A2 D �.det A/I2，那么当 n是奇数或者偶数的情形，利用数学归纳法就可以证明了. �

引理 2.3 设 A 2 M2.C/，则下列叙述是等价的：

(a) A2 D O2；

(b) 存在 n 2 N; n > 2使得 An D O2.

证 (a) ) (b)是显然的. 要证明 (b) ) (a)，我们注意到 A的特征值均为 0，因此 A的特

征多项式为 fA.x/ D x2. 由定理 2.2可得 A2 D O2，引理得证. �

作为引理 2.3的推论，我们有如果 A2 ¤ O2，则 A的任意次幂都非零. 我们把它表述
为下面的引理：

引理 2.4 如果 A 2 M2.C/满足 A2 ¤ O2，则 An ¤ O2对任意 n 2 N成立.
引理 2.5 幂零矩阵的一个事实.

设 A; B 2 M2.C/，如果 A和 B 都是幂零矩阵，且 AB D BA，则 A C B 和 A � B 都

是幂零矩阵.

证 要证明引理等价于证明，如果 A 和 B 是可交换的矩阵，且 A2 D B2 D O2，则

.A ˙ B/2 D O2. 我们有 .A ˙ B/2 D A2 ˙ 2AB C B2 D ˙2AB，而这意味着 .A ˙ B/2 D

4A2B2 D O2. 再结合引理 2.3就能得出结果. �

现在我们将注意力转向定理 2.2的有关二阶矩阵行列式的应用.
引理 2.6 用迹来表示行列式.
如果 A 2 M2.C/，则

det A D
1

2

�
.Tr A/2

� Tr.A2/
�
: (2.1)
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证 由定理 2.2，我们有 A2 � Tr.A/A C .det A/I2 D O2. 等式两边取迹，我们得到

Tr.A2/ � Tr.A/ Tr.A/ C 2 det A D 0;

引理得证. �

注 2.2 Cayley–Hamilton定理的另一种形式：由公式 (2.1)，我们有下面的公式

A2
� Tr.A/A C

1

2

�
.Tr A/2

� Tr.A2/
�
I2 D O2; 8A 2 M2.C/:

引理 2.7 [45]一个重要的行列式公式
如果 A; B 2 M2.C/且 x 2 C，则

det.A C xB/ D det A C
�

Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/
�
x C .det B/x2: (2.2)

证 由公式 (2.1)，我们有

det.A C xB/ D
1

2

h�
Tr.A C xB/

�2
� Tr

�
.A C xB/2

�i
D

1

2

��
Tr.A/ C x Tr.B/

�2
� Tr.A2

C xAB C xBA C B2x2/
�

D
1

2

�
.Tr A/2

C 2 Tr.A/ Tr.B/x C .Tr B/2x2
� Tr.A2/

� 2 Tr.AB/x � Tr.B2/x2
�

D
1

2

�
.Tr A/2

� Tr.A2/
�

C
�

Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/
�
x

C
1

2

�
.Tr B/2

� Tr.B2/
�
x2

D det A C
�

Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/
�
x C .det B/x2;

因此引理得证. �

推论 2.1 如果 A; B 2 M2.C/，则

det.A C B/ C det.A � B/ D 2 det A C 2 det B:

证 在公式 (2.2)中分别取 x D 1和 x D �1，然后将两个等式相加即得. 也可以参见问
题 1.31的 (a)得到另一种证法. �

推论 2.2 行列式和迹的性质.
如果 A; B 2 M2.C/，则：
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(a) det.A C B/ � det A � det B D Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/；

(b) det.A � B/ � det A � det B D Tr.AB/ � Tr.A/ Tr.B/；

(c) det.A C B/ � det.A � B/ D 2
�

Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/
�
.

证 (a)和 (b)可以分别在公式 (2.2)中取 x D 1和 x D �1得到，而 (c)可以通过在 (a)
中减去 (b)得到. �

定理 2.3 极化 Cayley–Hamilton定理.
如果 A; B 2 M2.C/，则

AB C BA � Tr.A/B � Tr.B/A C ŒTr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/�I2 D O2:

证 设 x 2 R. 对矩阵 A C xB 应用 Cayley–Hamilton定理，我们有

.A C xB/2
� Tr.A C xB/.A C xB/ C det.A C xB/I2 D O2:

由于 .A C xB/2 D A2 C B2x2 C x.AB C BA/，利用引理 2.7我们有

A2
C B2x2

C .AB C BA/x �
�

Tr.A/A C x
�

Tr.B/A C Tr.A/B
�

C x2 Tr.B/B
�

C
�

det A C
�

Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/
�
x C x2 det B

�
I2 D O2:

在上述等式中令 x D 1，定理得证. �

推论 2.3 设 A; B; C 2 M2.C/，则：

(a) Cayley–Hamilton定理的另一种极化形式

2ABC D Tr.A/BC C Tr.B/AC C Tr.C /AB � Tr.AC /B

C ŒTr.AB/ � Tr.A/ Tr.B/�C C ŒTr.BC / � Tr.B/ Tr.C /�A

� ŒTr.ACB/ � Tr.AC / Tr.B/�I2；

(b) 迹的一个性质

Tr.ABC / D Tr.A/ Tr.BC / C Tr.B/ Tr.AC / C Tr.C / Tr.AB/

� Tr.ACB/ � Tr.A/ Tr.B/ Tr.C /:

证 (a)由定理 2.3，我们有

2ABC D A.BC C CB/ C .AB C BA/C � ŒB.AC / C .AC /B�

D A
�

Tr.B/C C Tr.C /B �
�

Tr.B/ Tr.C / � Tr.BC /
�
I2

�
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C
�

Tr.A/B C Tr.B/A �
�

Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/
�
I2

�
C

�
�

Tr.AC /B C Tr.B/AC �
�

Tr.B/ Tr.AC / � Tr.ACB/
�
I2

�
D Tr.A/BC C Tr.B/AC C Tr.C /AB � Tr.AC /B

C
�

Tr.AB/ � Tr.A/ Tr.B/
�
C C

�
Tr.BC / � Tr.B/ Tr.C /

�
A

� ŒTr.ACB/ � Tr.AC / Tr.B/�I2:

(b)这一部分的性质，只需要将 (a)中的等式取迹即可得到. �

推论 2.4 一个特殊系数的多项式.
如果 A; B 2 M2.C/且 x; y 2 C，则

det.xA C yB/ D x2 det A C y2 det B C xyŒdet.A C B/ � det A � det B�:

证 如果 x D 0，等式显然成立. 如果 x ¤ 0，令 ˛ D
y

x
，我们有

det.xA C yB/ D x2 det.A C ˛B/

D x2
�

det A C
�

Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/
�
˛ C ˛2 det B

�
D x2 det A C xyŒTr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/� C y2 det B

D x2 det A C xyŒdet.A C B/ � det A � det B� C y2 det B;

其中第二个等号由引理 2.7，最后的等号由推论 2.2得到. �

推论 2.5 如果 A 2 M2.C/且 x 2 C，则 det.A C xI2/ D det A C Tr.A/x C x2.

证 这由引理 2.7中取 B D I2即证. �

引理 2.8 如果 A 2 M2.C/，则 A C A� D Tr.A/I2.

证 这个引理可以直接计算证明. �

引理 2.9 如果 A; B 2 M2.C/，则

Tr.A�B/ D Tr.AB�/ D Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/:

证 由引理 2.8，我们有

A� D Tr.A/I2 � A ) Tr.A�B/ D Tr
�

Tr.A/B � AB
�

D Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/:

类似地，也有 Tr.AB�/ D Tr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/. �
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接下来的推论是引理 2.7和引理 2.9的结果.
推论 2.6 如果 A; B 2 M2.C/且 x 2 C，则

det.A C xB/ D det A C Tr.AB�/x C .det B/x2:

引理 2.10 如果 A; B 2 M2.C/，则 det.AB � BA/ D Tr.A2B2/ � Tr
�
.AB/2

�
.

证 由公式 (2.2)，我们有

det.AB � BA/ D det.AB/ �
�

Tr.AB/ Tr.BA/ � Tr.AB2A/
�

C det.BA/:

我们注意到 det.AB/ D det.BA/; Tr.AB/ D Tr.BA/; Tr.AB2A/ D Tr.A2B2/，由此得

到

det.AB � BA/ D 2 det.AB/ �
�

Tr.AB/
�2

C Tr.A2B2/;

再结合公式 (2.1)就证明了引理. �

引理 2.11 如果 A; B 2 M2.C/，则

det.A � B/ det.A C B/ D det.A2
� B2/ C det.AB � BA/:

证 由推论 2.1，我们有

detŒ.A2
� B2/ C .AB � BA/�C detŒ.A2

� B2/ � .AB � BA/�

D 2
�

det.A2
� B2/ C det.AB � BA/

�
:

然而

detŒ.A2
� B2/ C .AB � BA/� D detŒ.A � B/.A C B/� D det.A � B/ det.A C B/;

且

detŒ.A2
� B2/ � .AB � BA/� D detŒ.A C B/.A � B/� D det.A � B/ det.A C B/;

于是引理得证. �

引理 2.12 如果 A; B 2 M2.C/，则

det.A2
C B2/ D det.AB � BA/ C .det A � det B/2

C Œdet.A C B/ � det A � det B�2:

证 我们应用引理 2.11，将 B 换成 iB 得到

det.A � iB/ det.A C iB/ D det.A2
C B2/ C detŒi.AB � BA/�:

62

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

这意味着

det.A2
C B2/ D det.AB � BA/ C det.A � iB/ det.A C iB/: (2.3)

另一方面，由公式 (2.2)我们有

det.A C iB/ D det A � det B C ŒTr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/�i;

且

det.A � iB/ D det A � det B � ŒTr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/�i:

由此得到

det.A � iB/ det.A C iB/ D .det A � det B/2
C ŒTr.A/ Tr.B/ � Tr.AB/�2:

再结合推论 2.2的 (a)就得到

det.A � iB/ det.A C iB/ D .det A � det B/2
C Œdet.A C B/ � det A � det B�2: (2.4)

�

结合 (2.3)和 (2.4)就证明了引理.

定理 2.4 矩阵幂等式

设 �1; �2是 A 2 M2.C/的特征值，则成立下面的性质：

(a) .A � �1I2/2n C .A � �2I2/2n D .�2 � �1/2nI2; n > 1；

(b) .A � �1I2/2n�1 � .A � �2I2/2n�1 D .�2 � �1/2n�1I2; n > 1

证 (a)我们通过对 n归纳证明定理的 (a)部分. 设 P.n/表示所要证明的问题

P.n/ W .A � �1I2/2n
C .A � �2I2/2n

D .�2 � �1/2nI2:

首先，我们证明 P.1/成立，即需要证明等式

.A � �1I2/2
C .A � �2I2/2

D .�2 � �1/2I2

成立. 我们有

.A � �1I2/2
C .A � �2I2/2

D A2
� 2�1A C �2

1I2 C A2
� 2�2A C �2

2I2

D 2ŒA2
� .�1 C �2/A C �1�2I2� C .�2

1 � 2�1�2 C �2
2/I2

D .�2 � �1/2I2;

其中最后一步等号是由 Cayley–Hamilton定理得到.
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现在我们假定 P.k/ 对 k D 1; 2; � � � ; n 成立，我们要证明 P.n C 1/ 也成立. 由于
P.1/和 P.n/成立，我们有

.A � �1I2/2nC2
C .A � �2I2/2nC2

D
�
.A � �1I2/2n

C .A � �2I2/2n
��

.A � �1I2/2
C .A � �2I2/2

�
� .A � �1I2/2n.A � �2I2/2

� .A � �2I2/2n.A � �1I2/2

D .�2 � �1/2n.�2 � �1/2I2

D .�2 � �1/2nC2I2;

其中我们用到了 .A � �1I2/.A � �1I2/ D .A � �2I2/.A � �1I2/ D O2.
(b)当 n D 1时是显然的. 令 X D A � �1I2且 Y D A � �2I2，我们有

X2n�1
� Y 2n�1

D .X2n�2
C Y 2n�2/.X � Y / C X2n�2Y � Y 2n�2X

.a/
D .�2 � �1/2n�2.�2 � �1/I2

D .�2 � �1/2n�1I2;

其中我们利用了 XY D YX D O2. 证毕. �

2.2 对称矩阵的特征值

在本节中，我们证明实的 2 � 2 矩阵是可对角化的，并且将 A 对角化的矩阵 P 2

M2.R/可以取为一个正交矩阵，即 P T D P �1. 事实上，P 是一个旋转矩阵. 这种思想常
用在第 4章和第 6章中不同区域上二重积分的计算，也常用于第 6章中将一个二次曲线
化为它的标准形.

定理 2.5 对称矩阵及其特征值.
设 A D

�
a b

b d

�
2 M2.R/.

(a) A有实特征值

�1 D
a C d C

p
.a � d/2 C 4b2

2
; �2 D

a C d C
p

.a � d/2 C 4b2

2
;

且 �1 D �2 D �当且仅当 A D �I2.

(b) A可对角化，并且将 A对角化的矩阵 P 2 M2.R/可以取为一个正交矩阵. 我
们有

P �1AP D

�
�1 0

0 �2

�
; 其中P D R� ; tan � D

d � a C
p

.a � d/2 C 4b2

2b
; b ¤ 0:
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证 (a)直接计算即可证明.
(b)可逆矩阵 P 的列是分别相应于特征值 �1和 �2的特征向量. 如果 vi ; i D 1; 2是

相应于特征值 �i ; i D 1; 2的特征向量，则由方程组 .A � �iI2/vi D 0; i D 1; 2可得

v1 D

 
1

d�aC
p

.a�d/2C4b2

2b

!
且 v2 D

 
a�d�

p
.a�d/2C4b2

2b

1

!
:

我们将这两个向量除以它们的模长

kv1k D kv2k D

p

1 C

 
d � a C

p
.a � d/2 C 4b2

2b

!2

;

并取

P D

�
v1

kv2k

ˇ̌̌̌
v2

kv2k

�
D R� ; 其中 tan � D

d � a C
p

.a � d/2 C 4b2

2b
; b ¤ 0:

定理得证. �

2.3 Cayley–Hamilton定理的逆定理

在这一节中，我们讨论 Cayley–Hamilton定理的逆定理.

定理 2.6 Cayley–Hamilton定理的逆定理.
设A 2 M2.C/，且设 a; b 2 C满足A2�aACbI2 D O2. 如果A … ¹˛I2 W ˛ 2 Cº，

则 Tr.A/ D a且 det A D b.

证 由 Cayley–Hamilton定理我们有
A2

� aA C bI2 D O2;

A2
� Tr.A/A C .det A/I2 D O2;

由此得到 Œa � Tr.A/�A D .b � det A/I2.
如果 a � Tr.A/ ¤ 0，我们得到

A D
b � det A

a � Tr.A/
I2;

这与 A … ¹˛I2; ˛ 2 Cº矛盾.
于是 a � Tr.A/ D 0，我们得到 b � det A D 0，定理得证. �

注 2.3 值得一提的是，不存在矩阵A 2 M2.C/使得A2�aACbI2 D O2对 a ¤ Tr.A/和

b ¤ det A成立. 要得到这个结论，我们令A D ˛I2，其中 ˛ 2 C满足方程 ˛2�a˛Cb D 0.
则 Tr.A/ D 2˛; det A D ˛2，如果 a; b 满足 a2 � 4b ¤ 0且 b ¤ 0，我们有 a ¤ Tr.A/且

b ¤ det A.
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2.4 矩阵 XY 与 YX 的特征多项式

在这一节中，我们证明两个在矩阵论中关于矩阵 XY 和 YX 的基本结论.
定理 2.7 矩阵 XY 与 YX 的特征多项式.

如果 X; Y 2 M2.C/，则矩阵 XY 与 YX 有相同的特征多项式，即 fXY D fYX .

证 由于 Tr.XY / D Tr.YX/且 det.XY / D det.YX/，我们有

fXY .x/ D x2
� Tr.XY /x C det.XY / D x2

� Tr.YX/x C det.YX/ D fYX.x/: �

注意. 定理 2.7意味着下面的等式成立：

det.XY � �I2/ D det.YX � �I2/; 8X; Y 2 M2.C/; 8� 2 C:

这个定理还说明矩阵 XY 与 YX 具有相同的特征值.
下面的定理是定理 2.7的逆定理.

定理 2.8 如果 A 2 M2.C/满足

det.XY � A/ D det.YX � A/; 8X; Y 2 M2.C/;

则存在 a 2 C使得 A D aI2.

证 设 Ei;j 表示 .i; j /元等于 1，而其他元均为 0的矩阵，令 A D

�
a b

c d

�
2 M2.C/.

如果 X D E1;2且 Y D E2;2，则 XY D E1;2; YX D O2，定理中假设的等式变为

det
�

�a 1 � b

�c �d

�
D det

�
�a �b

�c �d

�
;

这意味着 c D 0.
如果 X D E2;1; Y D E1;1，则 XY D E2;1且 YX D O2. 此时定理中假设的等式变为

det
�

�a �b

1 � c �d

�
D det

�
�a �b

�c �d

�
;

这意味着 b D 0. 因此，A D

�
a 0

0 d

�
.

如果 X D E1;2; Y D E2;1，我们得到 XY D E1;1且 YX D E2;2，而条件

det
�

1 � a 0

0 �d

�
D det

�
�a 0

0 1 � d

�
则意味着 a D d . 因此，A D aI2，定理得证. �
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现在我们给出前面定理的一个应用.
推论 2.7 如果 A; B 2 M2.C/是两个可逆矩阵，且满足

det.XAY C B/ D det.YBX C A/; 8X; Y 2 M2.C/; (2.5)

则存在 a 2 C�使得 A2 D B2 D aI2.

证 如果 Y D O2，我们得到 det A D det B . 如果 Y D I2，我们得到

det.XA C B/ D det.BX C A/; 8X 2 M2.C/:

由于 det A D det B，这个等式左边左乘 det B，而右边右乘以 det B，我们有

det.BXA C B2/ D det.BXA C A2/; 8X 2 M2.C/: (2.6)

由于矩阵 A和 B 可逆，定义函数 f W M2.C/ ! M2.C/为 f .X/ D BXA，则它是满

射，且等式 (2.6)意味着

det.Z C B2/ D det.Z C A2/; 8Z 2 M2.C/: (2.7)

在 (2.7)中分别取 Z 等于 O2; E1;1; E1;2; E2;1; E2;2，我们得到 B2 D A2. 现在在等式 (2.5)
左边右乘 det B，而在右边左乘 det A，我们有

det.XAYB C B2/ D det.YBXA C A2/; 8X; Y 2 M2.C/;

即

det.X1Y1 C C / D det.Y1X1 C C /; 8X1; Y1 2 M2.C/;

其中 C D A2 D B2. 那么由定理 2.8，可知存在 a 2 C� 使得 C D aI2. 因此，A2 D B2 D

aI2，推论得证. �

2.5 Jordan标准形

定理 2.9 复 Jordan标准形.
设 A 2 M2.C/，且令 �1; �2是 A的特征值，则：

(a) 如果 �1 ¤ �2 或者 A D ˛I2 对某个 ˛ 2 C成立，则存在可逆矩阵 P 2 M2.C/

使得

A D P

�
�1 0

0 �2

�
P �1；
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(b) 如果 �1 D �2 D �且 A ¤ �I2，则存在可逆矩阵 P 2 M2.C/使得

A D P

�
� 1

0 �

�
P �1:

证 (a)设�1 ¤ �2是矩阵A D

�
a b

c d

�
的特征值. 由于特征值互异，则 .a�d/2C4bc ¤ 0.

且存在 X1 D

�
x1

y1

�
¤

�
0

0

�
，使得

AX1 D �1X2; (2.8)

且存在 X2 D

�
x2

y2

�
¤

�
0

0

�
，使得

AX2 D �2X2 (2.9)

现在，我们注意到对任意 ˛ 2 C，有 X2 ¤ ˛X1，即相应于特征值 �1 和 �2 的特征向

量是线性无关的. 否则，如果 X2 D ˛X1 对某个 ˛ 2 C成立，则意味着 AX2 D ˛AX1，这

就说明 �2X2 D ˛�1X1，于是 ˛.�2 � �1/X1 D 0. 由于 X1 ¤ 0，因此 �1 D �2，矛盾. 因此
X1; X2是线性无关的，这就意味着矩阵 P D .X1jX2/是可逆的.

等式 (2.8)和 (2.9)可以写为 A.X1jX2/ D .�1X1j�2X2/，即

AP D P

�
�1 0

0 �2

�
, A D PJAP �1 其中 JA D

�
�1 0

0 �2

�
:

(b)现在我们考虑当 A的特征值相等的情形，即 �1 D �2 D �且 A ¤ �I2. 我们取向量

X1 D

�
x1

y1

�
¤

�
0

0

�
，使得 AX1 D �1X1，以及取 X 0

1 D

�
x0

1

y 0
1

�
，使得 AX 0

1 D �X 0
1 C X1. 我

们说明一下，这里 X1是相应于特征值 �的特征向量，而 X 0
1称为相应于特征值 �的广义

特征向量. 令 P D .X1jX 0
1/，则我们有

AP D A.X1jX 0
1/ D .�X1j�X 0

1 C X1/;

即

AP D P

�
� 1

0 �

�
, A D PJAP �1 其中 JA D

�
� 1

0 �

�
:

定理得证. �

注 2.4 矩阵

JA D

�
�1 0

0 �2

�
或 JA D

�
� 1

0 �

�
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称为矩阵 A 的 Jordan 标准形. P 的列向量 X1; X2 或者 X1; X 0
1 构成了M2.C/ 的

一组基，称为相应于矩阵 A 的 Jordan 基. 由引理 1.4，矩阵 P 是从标准基 B D

¹E1; E2º到 Jordan基的过渡矩阵.

推论 2.8 特殊矩阵的 Jordan基的形式.

所有的幂零矩阵 A 2 M2.C/; A ¤ O2都形如

A D P

�
0 1

0 0

�
P �1;

其中 P 是任意可逆矩阵.

所有的幂等矩阵 A 2 M2.C/为 A D O2; A D I2或者

A D P

�
1 0

0 0

�
P �1;

其中 P 是任意可逆矩阵.

所有的对合矩阵 A 2 M2.C/为 A D ˙I2或者

A D P

�
1 0

0 �1

�
P �1;

其中 P 是任意可逆矩阵.

所有的反对合矩阵 A 2 M2.C/为 A D ˙i � I2或者

A D P

�
0 �1

1 0

�
P �1;

其中 P 是任意可逆矩阵.

现在我们讨论矩阵 A 2 M2.R/的实标准形. 我们有偶下面的定理.

定理 2.10 实矩阵的实标准形.

(a) 如果 A 2 M2.R/且 �1; �2是 A的实特征值，则存在 P 2 M2.R/使得

A D P

�
�1 0

0 �2

�
P �1 或者 A D P

�
� 1

0 �

�
P �1

上述情形要看 A的特征值是否相同.

(b) 如果 A 2 M2.R/，且 A的特征值为 �1 D ˛ C iˇ; �2 D ˛ � iˇ; ˛ 2 R; ˇ 2 R�，则
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存在可逆矩阵 P 2 M2.R/使得

A D P

�
˛ ˇ

�ˇ ˛

�
P �1:

证 (a) (a)的证明类似于定理 2.9的证明.
(b)我们指出，此时矩阵 A的 Jordan标准形为

JA D

�
˛ C iˇ 0

0 ˛ � iˇ

�
;

且如果 AZ D �1Z; Z ¤ 0，则 AZ D �1Z D �2Z. 定义矩阵 PC D .ZjZ/，则 A D

PCJAP �1
C .

如果 Z D X C iY，其中 X; Y 为实向量我们有

AZ D �1Z , A.X C iY / D .˛ C iˇ/.X C iY /;

于是我们得到等式 AX D ˛X � ˇY 和 AY D ˇX C ˛Y .
定义矩阵 P D .X jY /，则我们有

AP D A.X jY / D .AX jAY / D .˛X � ˇY jˇX C ˛Y / D P

�
˛ ˇ

�ˇ ˛

�
;

即 A D PJ R
A P，其中矩阵

J R
A D

�
˛ ˇ

�ˇ ˛

�
称为矩阵 A的实标准形. 定理得证. �

现在我们给出矩阵 A 2 M2.Q/的有理标准形. 我们有下面的定理.

定理 2.11 有理矩阵的有理标准形.

(a) 如果 A 2 M2.Q/，且 �1; �2是 A的有理特征值，则存在矩阵 P 2 M2.Q/，使得

A D P

�
�1 0

0 �2

�
P �1 或者 A D P

�
� 1

0 �

�
P �1

上述情形取决于 A的特征值是否相同.

(b) 如果 A 2 M2.Q/，且 A 的特征值为 �1; �2 2 CnQ，则 �1 D ˛ C
p

ˇ 且

�2 D ˛ �
p

ˇ; ˛ 2 Q; ˇ 2 Q�，且存在可逆矩阵 P 2 M2.Q/使得

A D P

�
˛ 1

ˇ ˛

�
P �1:
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证 (a) (a)的证明类似于定理 2.9的证明.
(b)此时矩阵 A的 Jordan标准形为

JA D

�
˛ C

p
ˇ 0

0 ˛ �
p

ˇ

�
:

如果 Z ¤ 0是相应于特征值 �1 D ˛ C
p

ˇ 的特征向量，则 AZ D �1Z. 令 Z D

X C
p

ˇY，其中X 和 Y 是有理向量. 直接计算得A.X C
p

ˇY / D .˛ C
p

ˇ/.X C
p

ˇY /，

这意味着

AX D ˛X C ˇY 且 AY D X C ˛Y:

这反过来又说明 A.X �
p

ˇY / D .˛ �
p

ˇ/.X �
p

ˇY /，即 AZ0 D �2Z0，其中 Z0 D

X �
p

ˇY . 定义可逆矩阵 PC D .ZjZ0/，则 A D PCJAP �1
C .

令 P D .X jY / 2 M2.Q/，我们有

AP D A.X jY / D .˛X C ˇY jX C ˛Y / D .X jY /

�
˛ 1

ˇ ˛

�
D P

�
˛ 1

ˇ ˛

�
;

即 A D PJ
Q
A P �1，其中矩阵

J
Q
A D

�
˛ 1

ˇ ˛

�
称为矩阵 A的有理标准形. 定理得证. �

2.6 问题

2.1 设 A 2 M2.C/满足 det A D 1，证明：det.A2 C A � I2/ C det.A2 C I2/ D 5.
2.2 设 A 2 M .Z/满足 det A D 1，如果

det.A2
� 3A C I2/ C det.A2

C A � I2/ D �4;

求 Tr.A/.
2.3 设 A 2 M2.C/满足 Tr.A/ D �1，证明：

det.A2
C 3A C 3I2/ � det.A2

C A/ D 3:

2.4 设 a 2 Z; a ¤ ˙1且 A 2 M2.Z/. 证明：矩阵 aA C .a C 1/I2和 aA � .a C 1/I2是可

逆的.
2.5 证明：任意矩阵 A 2 M2.Z/可以写成两个可逆矩阵的和.
2.6 1 设 A 2 M2.C/满足 det A D 0，证明：存在一列矩阵 .An/n2N，使得 det An ¤ 0且

lim
n!1

An D A.

1这个问题指出任意奇异矩阵都是一列非奇异矩阵的极限.
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注 2.5 可逆矩阵的稠密性. 问题 2.6可以用来说明可逆矩阵的集合在所有矩阵中是稠
密的.
2.7 设 A 2 M2.C/，证明：A和 A�具有相同的特征多项式（相同的特征值）.
2.8 如果一个矩阵的所有元都是非负实数，且每一行的和为 1，则称之为右随机矩阵. 证
明：一个右随机矩阵 A 2 M2.C/的最大特征值为 1，最小特征值为 Tr.A/ � 1，并求出相

应的特征向量.
2.9 证明：如果 A 2 M2.C/的所有特征值为 1，则对任意正整数 k，A相似于 Ak.
2.10 设 n 2 N，证明：如果 A; B 2 M2.C/是相似矩阵，则 An 与 Bn 是相似矩阵. 这个命
题的逆命题是否成立?

2.11 设 A D

�
0 0

1 0

�
.

(a) 求出所有与 A相似的矩阵 B 2 M2.R/.

(b) 证明：A与 O2具有相同的特征多项式，但它们不相似.

2.12两类特殊的相似矩阵.

(a) 证明：任意矩阵 A 2 M2.C/与它的转置矩阵相似.

(b) 证明：任意矩阵 A 2 M2.C/与一个对称矩阵相似.

注意. 问题的 (b)可以约化为任意形如
�

� 1

0 �

�
; � 2 C的矩阵相似于一个复

对称矩阵.

2.13转置矩阵与伴随矩阵矩阵相似.
证明：对任意 A 2 M2.C/，存在 P 2 M2.C/使得 A� D PATP �1，并求出所有

满足此性质的矩阵 P .

2.14 任意矩阵 A 2 M2.C/都是两个对称矩阵的乘积.

2.15 设 n 2 N; n > 2，且设 A 2 M2.R/. 证明：如果 An 是一个对称矩阵，且不形如

˛I2; ˛ 2 R，则 A是一个对称矩阵.
2.16 设M 表示M2.C/中特征值的模不超过 1的矩阵的集合，证明：如果 A; B 2 M 且

AB D BA，则 AB 2 M .

2.17 设 A D

�
2 5

�3 10

�
且 B D

�
3 �2

4 9

�
，证明：

An
� Bn

D
7n � 5n

2
.A � B/; 8n 2 N:
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2.18 设 A; B 2 M2.R/满足 AB D

�
5 2

7 3

�
，证明：BA C A�1B�1 D 8I2.

2.19 设 A D

�
1 3

3 10

�
，且数列 .an/n>0 递归定义为 anC1 D 3an C an�1; n > 1; a0 D

0; a1 D 1.

(a) 证明：An D

�
a2n�1 a2n

a2n a2nC1

�
; n > 1.

(b) 如果数列 .xn/n>0 和 .yn/n>0 满足递推关系
�

xnC1

ynC1

�
D A

�
xn

yn

�
; n > 0，且

�
x0

y0

�
D�

1

0

�
，证明：x2

nC1 C 3xnC1ynC1 � y2
nC1 D x2

n C 3xnyn � y2
n 对任意 n > 0成立.

(c) 证明：如果自然数 x; y 2 N 满足方程 x2 C 3xy � y2 D 1，则存在 n 2 N 使得
.x; y/ D .a2n�1; a2n/.

2.20 设 A; B 2 M2.R/，且存在 n 2 N满足 .AB � BA/n D I2. 证明：.AB � BA/4 D I2，

且 n是偶数.
2.21 设整数 n > 2，且 A; B 2 M2.C/ 满足 AB ¤ BA，而 .AB/n D .BA/n. 证明：
.AB/n D bI2对某个 b 2 C成立.
2.22 设 A 2 M2.R/满足 det.A2 � A C I2/ D 0.

(a) 证明：A2 � A C I2 D O2.

(b) 计算 det.A2 C ˛A C ˇI2/，其中 ˛; ˇ 2 R.

2.23 证明：任意矩阵 A 2 M2.R/可以写为 A D B2 C C 2，其中 B; C 2 M2.R/. 如果我
们附加条件 BC D CB，这个结论是否成立?

2.24 设 A 2 M2.C/，证明：

(a) <.det A/ D det <.A/ � det =.A/；

(b) =.det A/ D det
�
<.A/ C =.A/

�
� det <.A/ � det =.A/.

2.25一个极值问题.
设 M D ¹A D .aij / 2 M2.R/ W �1 6 aij 6 1; 8i; j D 1; 2º，证明：

max
A;B2M

det.AB � BA/ D 16.

2.26 设 A; B 2 M2.C/，证明：如果 det.A C X/ D det.B C X/对任意 X 2 M2.C/成立，

则 A D B .
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2.27 设 A; B 2 M2.R/，证明：

det.A2
C B2

C AB � BA/ D det.A2
C B2/ C det.AB � BA/:

2.28 设 A; B 2 M2.R/，证明：det.A2 C B2/ > det.AB � BA/.
2.29 设 A; B 2 M2.R/，证明：如果 det.AB C BA/ 6 0，则 det.A2 C B2/ > 0.
2.30 设A; B 2 M2.R/满足A2CB2 D O2且AB D BA，证明：det.ACB/ D det ACdet B .
2.31 设 A; B 2 M2.R/满足 A2 C B2 D O2且 AB D BA，则

(a) det A D det B；

(b) 如果 det A ¤ 0，则 A2 C B2 D O2.

注意. 如果 A; B 2 M2.R/ 满足 A2 C B2 D O2 且 AB D BA，那么是得不到

A2 C B2 D O2的.
2.32 设 A; B 2 M2.R/，证明：如果 AB D BA 且 det.2A2 � 3AB C 2B2/ D 0，则

det A D det B 且 det.A C B/ D
7
2

det A.
2.33 设 A; B 2 M2.Q/是两个可交换的矩阵，满足 det A D 10且 det.A C

p
5B/ D 0，求

det.A2 � AB C B2/.
2.34 证明：对 8A; B 2 M2.C/和 8a; b; c 2 C，有

det.aAB C bBA C cI2/ D det.aBA C bAB C cI2/:

2.35 设 A 2 M2.R/，且令

fA W M2.R/ ! M2.R/; fA.X/ D det.X C A/ � det.X � A/:

证明：

(a) faA D afA; a 2 R；

(b) fACB D fA C fB ; B 2 M2.R/；

(c) 存在数列 .xn/n>1和 .yn/n>1使得 fAn D xnfA C ynfI2
.

2.36 证明：满足条件

(a) f .XY / D f .X/f .Y /; 8X; Y 2 M2.C/

(b) f .X C I2/ D f .X/ C f .I2/ C Tr.X/; 8X 2 M2.C/

的唯一函数 f W M2.C/ ! C是行列式函数 f .X/ D det X .
2.37 设 A 2 M2.R/，且设函数 f W M2;1.R/ ! M2;1.R/定义为

fA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
;

�
x

y

�
2 M2;1.R/:

证明下面的结论是等价的：
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(a) fA是单射；

(b) fA是满射；

(c) det A ¤ 0.

2.38 设 A 2 M2.Z/，且令函数 f W M2;1.Z/ ! M2;1.Z/定义为

fA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
;

�
x

y

�
2 M2;1.Z/:

证明：

(a) fA是单射当且仅当 det A ¤ 0；

(b) fA是满射当且仅当 det A 2 ¹�1; 1º.

2.39幂函数.
证明：对任意 n 2 N; n > 2，函数 f W M2.C/ ! M2.C/; f .X/ D Xn 既不是单射也

不是满射.
2.40非满射的函数.

(a) 证明：函数 f W M2.R/ ! M2.R/; f .X/ D X2016 C X2015不是满射.

(b) 证明：函数 f W M2.R/ ! M2.R/; f .X/ D I2 C X C X2 C � � � C X2016不是满射.

2.41 设 a; b; c; d 2 .0; C1/满足 ad � bc > 0，且令 A D

�
a �b

�c d

�
2 M2.R/. 如果一

个矩阵 A 2 M2.R/的的所有元是正实数，则称矩阵 A是正的，并且记为 A > 0. 证明：

(a) 对任意正矩阵 X 0，存在一个正矩阵 X，使得 AX D X 0；

(b) 存在 X > 0，使得 X 0 D AX > 0.

2.42 [58]设 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/，且 a > 0; b > 0; c > 0; d > 0. 证明：A有一个特征

向量 X D

�
x

y

�
满足 x > 0且 y > 0.

2.43 设 A; B 2 M2.R/是所有元为正数的矩阵，证明：.AB/2 D .BA/2 当且仅当 AB D

BA.
2.44 设 A 2 M2.C/满足 Tr.A/ D �1且 det A D 1，集合 ¹An W n 2 Nº中有多少个元素?

2.45一个 2016年的难题.
设整数 n > 2，且令Pn D ¹Xn W X 2 M2.C/º. 证明：P2 D Pn; 8n > 2.
这个问题将 Seemous 2016, Protaras, Cyprus的问题 2的 (a)部分一般化了.

2.46 设 A; B 2 M2.R/满足 det A D det B D 1，证明：
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(a) Tr.AB/ C Tr.A�1B/ D Tr.A/ Tr.B/；

(b) Tr.BAB/ C Tr.A/ D Tr.B/ Tr.AB/.

2.47 (a)设 A 2 M2.R/满足 Tr.A/ > 2，证明：对任意 n 2 N; An ¤ I2.
(b)设 r > 0，且 A 2 M2.R/满足 Tr.A/ > 2r . 证明：对任意 n 2 N; An ¤ rnI2.
2.48 设 A 2 M2.R/ 满足 det A D 1 且 j Tr.A/j < 2，证明：对任意 n > 2，我们有

j Tr.An/j 6 2，且存在 Bn 2 M2.R/，使得 det Bn D 1; j Tr.Bn/j < 2且 j Tr.Bn
n /j 6 2.

2.49 设 A; B 2 M2.C/满足 A ¤ B，且令 C D AB � BA. 证明：C 与 A和 B 都可

交换当且仅当 C D O2，即当且仅当 A与 B 可交换.

2.50 设 A 2 M2.C/满足 det.A � I2/ 2 R，且存在 n 2 N使得 An D I2. 证明：det.A �

xI2/ 2 R对任意 x 2 R成立.
2.51 设 A; B 2 M2.C/，且 n > 2是一个固定的整数. 证明：

(a) 如果 .AB/n D O2，则 .BA/n D O2；

(b) 如果 .AB/n D I2，则 .BA/n D I2；

(c) 如果 AB ¤ BA，求矩阵 C 2 M2.C/，使得只要 .AB/n D C 就有 .BA/n D C .

2.52 设 A; B 2 GL2.C/ 且 ˛; ˇ 2 C 满足 j˛j ¤ jˇj，且 ˛AB C ˇBA D I2，证明：

det.AB � BA/ D 0.
2.53 设矩阵 A; B; C 2 M2.R/两两可交换，且 det C D 0，证明：det.A2 C B2 C C 2/ > 0.
2.54 设 A0; A1; � � � ; An 2 M2.R/; n > 2是非零矩阵，满足 A0 ¤ aI2; 8a 2 R且 A0Ak D

AkA0; 8k D 1; 2; � � � ; n. 证明：

(a) det
�Pn

kD1 A2
k

�
> 0；

(b) 如果 det
�Pn

kD1 A2
k

�
D 0，且 A2 ¤ aA1对任意 a 2 R成立，则

Pn
kD1 A2

k
D O2.

2.55 设 a 2 .�1; 1/，且 A 2 M2.R/满足 det.A4 � aA3 � aA C I2/ D 0，证明：det A D 1.
2.56 设 B 2 M2.C/是一个幂零矩阵，证明：如果 A 2 M2.C/与 B 可交换，则 det.A C

B/ D det A.
2.57 设 A; B 2 M2.C/满足 AB D BA，证明：如果存在整数 m; n 2 N使得 Am D O2 且

Bn D O2，则 AB D O2. 这个问题指出，如果两个幂零矩阵可交换，则它们的乘积为零.
2.58两个幂零矩阵的和（差）何时为幂零矩阵?

设 A; B 2 M2.C/是两个非零的幂零矩阵，证明：A ˙ B 是一个幂零矩阵当且仅当

AB 与 BA都是幂零矩阵.
2.59 设 A; B 2 M2.C/，证明：Tr

�
.AB/2

�
D Tr.A2B2/ , .AB � BA/2 D O2.

2.60矩阵 AB � BA何时幂零?
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(a) [28]如果 A; B 2 M2.C/满足 2015AB � 2016BA D 2017I2，则 .AB � BA/2 D O2．

(b) 一般地，设 m; n; p 2 R; m ¤ n，且设 A; B 2 M2.C/满足 mAB � nBA D pI2，证明：

.AB � BA/2 D O2.

2.61 设 A; B 2 M2.C/，证明：.AB/2 D AB2A , .BA/2 D BA2B .
2.62 设 A; B 2 M2.C/，证明：

det.A � B/ det.A C B/ D det.A2
� B2/ , .AB � BA/2

D O2:

2.63 设 A; B 2 M2.R/，证明：以下任意两个条件都可以推出第三个：

(a) det.A2 C B2/ D 0；

(b) det.AB � BA/ D 0；

(c) det A D det B D
1
2

det.A C B/.

2.64 如果 A; B 2 M2.R/满足 det.AB C BA/ D det.AB � BA/，则 det.A2 C B2/ > 0.
2.65 如果 A; B 2 M2.C/且 n 2 N，则 det.An C Bn ˙ AB/ D det.An C Bn ˙ BA/.
2.66 如果 A; B 2 M2.C/且 A2 C B2 D AB，则 .AB � BA/2 D O2.
2.67 如果 A; B 2 M2.C/且 A2 D O2，则 det.AB � BA/ D 0 , det.A C B/ D det B .
2.68 设 A 2 M2.R/满足 A2 D O2，证明：对 8B 2 M2.R/，成立不等式 det.AB � BA/ 6
0 6 det.AB C BA/.
2.69 设 A; B 2 M2.C/n¹O2º 满足 AB C BA D O2，证明：如果 det.A � B/ D 0，则

Tr.A/ D Tr.B/ D 0.
2.70 设 A; B 2 M2.C/满足 Tr.A/ Tr.B/ D Tr.AB/，则

det.A2
C B2

C AB/ D det.A2
C B2/ C det.AB/:

2.71幂零矩阵的中心化子.
设 A 2 M2.C/，且令 C .A/ D ¹X 2 M2.C/ W AX D XAº. 证明：

A2
D O2 , j det.A C X/j > j det X j; 8X 2 C .A/:

2.72 (a)如果矩阵 A; B 2 M2.R/满足 .A � B/�1 D A�1 � B�1，则 det A D det B D

det.A � B/.
(b)如果 A; B 2 M2.C/，结论还成立吗?

2.73 设 P 是一个实系数的无实根的多项式函数，且设A 2 M2.R/满足 det P.A/ D

0，证明：P.A/ D O2.
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2.74 [58, p.145]设矩阵 A; B 2 M2.R/满足 A2 D B2 D I2 且 AB C BA D O2，证明：存

在可逆矩阵Q 2 M2.R/使得

Q�1AQ D

�
1 0

0 �1

�
且 Q�1BQ D

�
0 1

1 0

�
:

2.75 设 A; B 2 M2.C/满足 AB D O2，证明：

det.A C B/n
D det.An

C Bn/; 8n > 1:

2.76 (a)证明：存在矩阵 A; B 2 M2.R/，使得

det.xA C yB/ D x2
C y2; 8x; y 2 R:

(b)证明：不存在矩阵 A; B; C 2 M2.R/，使得

det.xA C yB C ´C / D x2
C y2

C ´2; 8x; y; ´ 2 R:

2.7 解答

2.1 令 fA.x/ D det.A � xI2/ D x2 � tx C 1，其中 t D Tr.A/. 由定理 2.2，我们有
A2 D tA � I2，这意味着 A2 C A � I2 D .t C 1/A � 2I2且 A2 C I2 D tA. 直接计算得

det.A2
C A � I2/ C det.A2

C I2/ D .t C 1/2fA

� 2

t C 2

�
C t2

D .t C 1/2

�� 2

t C 1

�2

�
2t

t C 1
C 1

�
C t2

D 5:

2.2 Tr.A/ D 3，见问题 2.1的解答.
2.3 令 fA.x/ D det.A�xI2/ D x2CxCd，其中 d D det A. 定理 2.2说明A2 D �A�dI2，

且这意味着 A2 C 3A C 3I2 D 2A � .d � 3/I2以及 A2 C A D �dI2. 于是

det.A2
C 3A C 3I2/ � det.A2

C A/ D 4fA

�d � 3

2

�
� d 2

D 4

��d � 3

2

�2

C
d � 3

2
C d

�
� d 2

D 3:

2.4 由推论 2.4，我们有 det
�
aAC.aC1/I2

�
D a2 det ACa.aC1/˛C.aC1/2对某个 ˛ 2 Z

成立. 如果 det
�
aAC .a C1/I2

�
D 0，则 a2 det ACa.a C1/˛ C .a C1/2 D 0 ) aj.a C1/2.
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于是有 a2 C 2a C 1 D ab 对某个 b 2 Z成立，然而，这个等式意味着 aj1，这与 a ¤ ˙1

矛盾.
2.5 设 � … Spec.A/; � ¤ 0，且令 B D A � �I2; C D �I2.
2.6 由于 det A D 0，我们得到 0 2 Spec.A/. 设 �n是一列实数或者复数，满足 lim

n!1
�n D 0

且 �n … Spec.A/. 令 An D A � �nI2，我们有 lim
n!1

An D A，且由于 �n … Spec.A/，则

det.An/ D det.A � �nI2/ ¤ 0.
2.7 我们有

fA�
.x/ D det.A � xI2/ D

ˇ̌̌̌
d � x �b

�c a � x

ˇ̌̌̌
D x2

� .a C d/x C ad � bc D fA.x/:

2.9 设 JA 是 A 的 Jordan 标准形，且 P 是一个可逆矩阵，满足 A D PJAP �1. 如果

JA D I2，结论显然. 如果 JA D

�
1 1

0 1

�
，则 Ak D PJ k

AP �1. 直接计算可知
�

1 k

0 1

�
D

J k
A D Q�1JAQ，其中Q D

�
1 0

0 k

�
. 这意味着

Ak
D PQ�1JAQP �1

D .PQP �1/�1PJAP �1.PQP �1/ D .PQP �1/�1A.PQP �1/;

这说明 Ak � A.
2.10 A � B ) 9P 2 GL2.C/，使得 B D P �1AP，这意味着 Bn D P �1AnP，这就证明

了 An � Bn.

其逆命题是不成立的. 设 n D 2; A D

�
0 0

1 0

�
且 B D O2，则 A2 D B2 D O2，于是

A2 � B2，但 A和 B 是不相似的.

2.12 (a) 只需要对 Jordan 标准形证明即可. 如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，结论显然. 如果

JA D

�
� 1

0 �

�
，我们令 P D

�
0 1

1 0

�
，则我们有 P �1JAP D J T

A .

(b)只需要对 Jordan标准形证明即可. 如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，结论显然. 如果 JA D�

� 1

0 �

�
，我们需要找到一个可逆矩阵 Q 2 M2.C/和一个对称矩阵 B 2 M2.C/，使得

Q�1JAQ D B . 令Q D

�
a b

c d

�
，且设 � D ad � bc ¤ 0. 直接计算可知

B D
1

�

�
cd C �� d 2

�c2 �cd C ��

�
;

且由于 B 是对称矩阵，我们得到 c2 C d 2 D 0. 注意到 B 不可能是实矩阵，令 d D i; c D

1; a D i:b D 0，我们有

Q D

�
i 0

1 i

�
且 B D

�
� � i 1

1 � C i

�
:
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2.13 令 A D

�
a b

c d

�
，则 A� D

�
d �b

�c a

�
. 如果 P D

�
0 �1

1 0

�
，则 PATP �1 D A�.

如果Q是另一个矩阵，使得QATQ�1 D A�; 8A 2 M2.C/，则

PATP �1
D QATQ�1

) .Q�1P /AT
D AT.Q�1P /; 8A 2 M2.C/;

这意味着Q�1P 与所有M2.C/中的矩阵可交换. 由定理 1.1，Q�1P D ˛I2对某个 ˛ 2 C

成立，这意味着Q D

�
0 �ˇ

ˇ 0

�
，其中 ˇ 2 C�.

2.14 设 JA是A的 Jordan标准形，可逆矩阵 P 满足A D PJAP �1. 如果 JA D

�
�A 0

0 1

�
，

则 JA D BC，其中

B D

�
�1 0

0 1

�
且 C D

�
1 0

0 �2

�
:

我们有 A D PJAP �1 D ŒPBP T�Œ.P �1/TCP �1�，其中 PBP T 和 .P �1/TCP �1都是对称矩

阵.

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则 JA D BC，其中

B D

�
1 1

0 1

�
且 C D

�
0 �

� 1 � �

�
:

我们有 A D PJAP �1 D ŒPBP T�Œ.P �1/TCP �1�，其中 PBP T 和 .P �1/TCP �1都是对称矩

阵.
2.16 设A; B 2 M . 如果 �A是A的一个特征值，�B是B的一个特征值. 由于AB D BA，

由定理 2.1，我们得到 �AB D �A�B，于是 j�A�B j D j�Ajj�B j 6 1.
2.17 A 和 B 的特征值都是 7 和 5. 由定理 3.1，我们有 An D 7nD C 5nC，其中 D D

A�5I2

2
; C D

7I2�A
2
；而 Bn D 7nU C 5nV，其中 U D

B�5I2

2
; V D

7I2�B
2

. 由此即可得到
An � Bn D

1
2
.7n � 5n/.A � B/.

2.18 矩阵 BA 的特征多项式为 fBA.x/ D fAB.x/ D x2 � 8x C 1. 由定理 2.2，我
们有 .BA/2 � 8BA C I2 D O2. 将这个等式两边乘以 .BA/�1 D A�1B�1，我们得到

BA C A�1B�1 D 8I2.
2.20 我们有 Tr.AB � BA/ D 0 且 detn.AB � BA/ D 1 ) det.AB � BA/ D ˙1. 我
们对矩阵 AB � BA 应用 Cayley–Hamilton 定理可得 .AB � BA/2 D ˙I2，这意味着

.AB � BA/4 D I2.
利用反证法，我们假定 n D 2k C 1. 由于 .AB � BA/n D I2，我们有 det.AB � BA/ D

�1，那么根据 Cayley–Hamilton 定理可知 .AB � BA/2 D �I2. 因此，I2 D .AB �

BA/2kC1 D .�I2/k.AB � BA/，这意味着 AB � BA D .�1/kI2，这就与 Tr.AB � BA/ D 0

矛盾了.
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2.21 设 f 2 CŒx�是矩阵 AB 和 BA的特征多项式. 用 f 除 xn，我们可得存在Q 2 CŒx�

以及 a; b 2 C，使得 xn D f .x/Q.x/ C ax C b. 将 x 替换为 AB 和 BA，我们得到

.AB/n D aAB C bI2 且 .BA/n D aBA C bI2. 由于 .AB/n D .BA/n 且 AB ¤ BA，我们

得到 a D 0，而这反过来又说明 .AB/n D .BA/n D bI2.
2.22 (a) 注意到 A2 � A C I2 D .A � "I2/.A � "I2/，其中 "2 � " C 1 D 0; " 2 CnR.
由于 det.A2 � A C I2/ D 0，我们有 det.A � "I2/ D 0或 det.A � "I2/ D 0. 令 f .x/ D

det.A � xI2/ 2 RŒx�是 A的特征多项式. 如果 "或 "是 f 的一个根，由于 f 是实系数

的，那么 " 与 " 都是 f 的根. 这意味着 f .x/ D .x � "/.x � "/ D x2 � x C 1，那么由

Cayley–Hamilton定理可知 A2 � A C I2 D O2.
(b) 我们有 det.A2 C ˛A C ˇI2/ D detŒ.˛ C 1/A C .ˇ � 1/I2�，下面分 ˛ D �1 和

˛ ¤ �1两种情形.
如果 ˛ D �1，由 (a)可知A2 �ACˇI2 D .ˇ �1/I2，这就意味着 det.A2 �ACˇI2/ D

.ˇ � 1/2.
如果 ˛ D �1，我们有

det.A2
C ˛A C ˇI2/ D .˛ C 1/2 det

�
A �

1 � ˇ

˛ C 1
I2

�
D .˛ C 1/2f

�1 � ˇ

˛ C 1

�
D .˛ C 1/2

��1 � ˇ

˛ C 1

�2

�
1 � ˇ

˛ C 1
C 1

�
D ˛2

C ˇ2
C ˛ˇ C ˛ � ˇ C 1:

2.23 (a)设 A D ˛I2，其中 ˛ 2 R. 如果 ˛ < 0，则 B D C D
p

�
˛
2

�
0 1

�1 0

�
. 如果 ˛ D 0，

则 B D C D O2. 如果 ˛ > 0，则 B D C D
p

˛
2
I2.

现在我们考虑 A ¤ ˛I2; 8˛ 2 R 的情形. 令 t D Tr.A/; d D det.A/，则我们有

A2 � tA C dl2 D O2. 我们要找出 ˛; ˇ;  2 R，使得 A D .˛A C ˇI2/2 C I2. 计算可得
A D .˛2t C 2˛ˇ/A C .ˇ2 C  � ˛2d/I2. 这意味着 ˛2t C 2˛ˇ D 1且 ˇ2 C  � ˛2d D 0.
我们取 ˛ D 1; ˇ D

1�t
2

;  D d �
.1�t/2

4
.

如果  > 0，则 B D ˛A C ˇI2且 C D
p

I2.

如果  D 0，则 B D C D
1

p
2
.˛A C ˇI2/.

如果  < 0，则 B D ˛A C ˇI2且 C D
p

�

�
0 1

�1 0

�
.

(b)如果BC D CB，则B2CC 2 D .BCiC /.B�iC /; det.B2CC 2/ D j det.BCiC /j2 > 0，

所以不存在矩阵 A; det A < 0，使得 A D B2 C C 2且 BC D CB .
2.24 注意到 A D <.A/ C i=.A/，然后利用推论 2.4，取 x D 1和 y D i即可.
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2.25 利用引理 2.10，我们有 det.AB � BA/ D Tr.A2B2/ � Tr
�
.AB/2

�
. 由定理 2.2，

计算可得 Tr.A2B2/ � Tr
�
.AB/2

�
D �t2

AB C tAtB tAB � t2
AdB � dAt2

B C 4dAdB，这是

一个 tAB 的二次函数. 此函数的判别式 � D .t2
A � 4dA/.t2

B � 4dB/，且它的最大值为

�
4

D
1
4
.t2

A�4dA/.t2
B�4dB/. 如果A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/，则 t2

A�4dA D .a�d/2C4bc 6 8，

这是因为 a; b; c; d 2 Œ�1; 1�. 于是 max
A;B2M

det.AB � BA/ D 16，等号在 A D

�
1 �1

�1 1

�
和

B D

�
�1 �1

�1 1

�
时取到.

2.26 设Eij ; i; j D 1; 2表示 .i; j /元为 1，而其他元为 0的矩阵，令X D O2; E11; E12; E21

和 E22.
2.27和 2.28 我们有

j det.A C iB/j2 D det.A C iB/ det.A � iB/ D detŒA2
C B2

� i.AB � BA/�:

于是由推论 2.4取 x D 1; y D �i可得

detŒA2
C B2

� i.AB � BA/� D det.A2
C B2/ � det.AB � BA/

� iŒdet.A2
C B2

C AB � BA/ � det.A2
C B2/ � det.AB � BA/�:

由于 detŒA2 C B2 � i.AB � BA/� D j det.A C iB/j2 > 0，我们得到 det.A2 C B2/ >
det.AB � BA/，且 det.A2 C B2 C AB � BA/ � det.A2 C B2/ � det.AB � BA/ D 0.
2.29 令 f .x/ D detŒA2 C B2 C x.AB C BA/� 2 RŒx�，我们有

f .1/ D det.A C B/2
D det 2.A C B/ > 0;

f .�1/ D det.A � B/2
D det 2.A � B/ > 0;

f .x/ D det.A2
C B2/ C ˛x C x2 det.AB C BA/; ˛ 2 R:

如果 det.AB C BA/ D 0，则 f 是一个线性的单调函数（或常函数），且由于 0介于

�1与 1之间，我们得到 f .0/ > 0.
2.30 我们有 0 D det.A2 C B2/ D det.A C iB/ det.A � iB/ D det.A C iB/ det.A � iB/，于

是 det.A C iB/ D 0或 det.A � iB/ D 0. 由推论 2.4我们得到

det.A ˙ iB/ D det A � det B ˙ iŒdet.A C B/ � det A � det B�:

由于 det.A ˙ B/ D 0，我们有 det A D det B 且 det.A C B/ D det A C det B .
2.31 (a)这一部分见问题 2.30的解答.

(b)如果 det A ¤ 0，则 A2 C B2 D A2.I2 C C 2/，其中 C D A�1B 2 M2.R/. 我们有
det.A2CB2/ D 0 , det.I2CC 2/ D 0 , det.C CiI2/.C �iI2/ D 0. 利用在问题 2.30中的
技巧，我们得到 det C D 1且 det.C CI2/ D det C C1. 由于 det.C CI2/ D det C CTr.C /C1，
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那么可得 Tr.C / D 0. 对矩阵 C 应用 Cayley-Hamilton定理可得 C 2 C I2 D O2，这意味

着 A2 C B2 D A2.I2 C C 2/ D O2.
2.32 设 ˛ D

3Ci
p

7
4
，且注意到 2A2 � 3AB C 2B2 D 2.A � ˛B/.A � ˛B/. 我们有

0 D det.2A2 � 3AB C 2B2/ D 4j det.A � ˛B/j2，这意味着 det.A � ˛B/ D 0. 由推论 2.4，
我们有

det.A � ˛B/ D det A C ˛2 det B � ˛Œdet.A C B/ � det A � det B�:

进一步，由 ˛2 D
3
2
˛ � 1，可得

det.A � ˛B/ D det A � det B C ˛
h

det A C
5

2
det B � det.A C B/

i
D 0:

由于 ˛ … R，我们有 det A C
5
2

det B � det.A C B/ D 0，且 det A D det B，这就意味着

det.A C B/ D
7
2

det A.
注 2.6 如果 A; B 2 M2.R/是可交换的矩阵，满足 det A ¤ 0或 det B ¤ 0，且 det.2A2 �

3AB C 2B2/ D 0，则 2A2 � 3AB C 2B2 D O2（证明见问题 2.31的解答）.
2.33 det.A2 � AB C B2/ D 124.
2.34 令 f .x; y/ D det.xAB C yBA C cI2/; g.x; y/ D det.xBA C yAB C cI2/. 我们注意
到 f 和 g都是关于变量 x 与 y 的不超过二次的多项式，且具有形式

f .x; y/ D a11x2
C a12xy C a22y2

C a1x C a2y C a3;

g.x; y/ D b11x2
C b12xy C b22y2

C b1x C b2y C b3:

由于 f .x; y/ D g.y; x/，我们得到 a11 D b22; a12 D b12; a22 D b11; a1 D b2; a2 D b1，且

a3 D b3. 于是有

f .x; y/ D a11x2
C a12xy C a22y2

C a1x C a2y C a3;

g.x; y/ D a22x2
C a12xy C a11y2

C a2x C a1y C a3:

我们有

f .x; 0/ D det.xAB C cI2/ D x2 det.AB/ C cx Tr.AB/ C c2;

g.x; 0/ D det.xBA C cI2/ D x2 det.BA/ C cx Tr.BA/ C c2;

所以 f .x; 0/ D g.x; 0/; 8x 2 C，于是 a11 D a22且 a1 D a2. 因此，

f .x; y/ D g.x; y/ D a11.x2
C y2/ C a12xy C a1.x C y/ C a3; 8x; y 2 C:

2.35 设 A1; A2是 A的列向量，X1; X2是 X 的列向量，即 A D .A1jA2/且 X D .X1jX2/.
计算可得

fA.X/ D det.A1 C X1jA2 C X2/ � det.X1 � A1jX2 � A2/
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D det.A1jA2/ C det.A1jX2/ C det.X1jA2/ C det.X1jX2/

� det.X1jX2/ C det.X1jA2/ C det.A1jX2/ � det.A1jA2/

D 2Œdet.A1jX2/ C det.X1jA2/�:

(a)我们有

faA.X/ D 2Œdet.aA1jX2/ C det.X1jaA2/�

D 2aŒdet.A1jX2/ C det.X1jA2/�

D afA.X/:

(b)我们有

fACB.X/ D 2Œdet.A1 C B1jX2/ C det.X1jA2 C B2/�

D 2Œdet.A1jX2/ C det.X1jA2/� C 2Œdet.B1jX2/ C det.X1jB2/�

D fA.X/ C fB.X/:

(c)由定理 3.2，存在数列 .xn/n>1 和 .yn/n>1，使得 An D xnA C ynI2; 8n > 1. 由 (a)
和 (b)可得

fAn D fxnACynI2
D fxnA C fynI2

D xnfA C ynfI2
:

我们顺带一提 fI2
.X/ D 2 Tr.X/.

2.37 我们证明 (a) , (c)以及 (b) , (c). 我们有

fA

�
x1

y1

�
D fA

�
x2

y2

�
, A

�
x1 � x2

y1 � y2

�
D

�
0

0

�
;

这是一个含有两个变量两个方程的齐次线性方程组. 此方程只有零解 x1 � x2 D 0; y1 �

y2 D 0当且仅当 det A ¤ 0. 因此，

det A ¤ 0 ,

�
x1

y1

�
D

�
x2

y2

�
:

现在我们考虑方程组 A

�
x

y

�
D

�
u

v

�
，此方程对任意 u; v 2 R有解当且仅当 det A ¤

0，此时
�

x

y

�
D A�1

�
u

v

�
.

2.38 (a)见问题 2.37的解答.
(b)如果 det A D ˙1，则 fA是满射（证明见问题 2.37的解答）. 现在我们证明，如果

fA 是满射，则 det A D ˙1. 由 fA 是满射，存在
�

x1

y1

�
2 M2;1.Z/，使得 fA

�
x1

y1

�
D

�
1

0

�
；

且存在
�

x2

y2

�
2 M2;1.Z/，使得 fA

�
x2

y2

�
D

�
0

1

�
. 于是

A

�
x1 x2

y1 y2

�
D

�
1 0

0 1

�
;
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所以 A是可逆的，且 A�1 D

�
x1 x2

y1 y2

�
2 M .Z/. 由于 A; A�1 2 M2.Z/且 AA�1 D I2，我

们有 det A det.A�1/ D 1，这意味着 det A D ˙1.

2.39 令 A D

�
0 0

1 0

�
，由于 An D O2 D On

2，我们得到 f 不是单射.

要证明 f 不是满射，令 B D

�
0 1

0 0

�
，我们证明方程 Xn D B 在 M2.C/ 中无

解. 如果存在一个解 X 2 M2.C/，则 det X D 0，且由 Cayley–Hamilton 定理，我们有
X2 � tX D O2，其中 t D Tr.X/. 这意味着 Xn D tn�1X ) tn�1X D B . 在这个等式两边
取迹，我们得到 tn D 0 ) X2 D O2 ) Xn D O2，这与 Xn D B 矛盾.

2.40 (a)令 g W R ! R; g.x/ D x2016 C x2015，且令 Y D

�
y 0

0 0

�
，其中 y < g

�
�

2015
2016

�
. 方

程 f .X/ D Y 在M2.R/中无解.

(b)令 Y D

�
�1 0

0 0

�
，方程 f .X/ D Y 在M2.R/中无解.

2.41 (a) AX D X 0 ( X D A�1X 0; A�1 D
1

ad�bc

�
d b

c a

�
> 0. 于是 A�1 > 0; X 0 > 0，且

这意味着 A�1X 0 > 0.
(b)令X1; X2是X 的列向量，X 0

1; X 0
2是X 0的列向量，我们有X 0

1 D AX1; X 0
2 D AX2.

如果 X1 D

�
x

y

�
，则 X 0

1 D

�
ax � by

�cx C dy

�
，且条件 X > 0; X 0 > 0说明

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

ax � by > 0

� cx � dy > 0

x > 0

y > 0

:

从几何的角度看，上面的每个不等式都表示一个半平面，我们需要证明这些半平面

相交. 第一个半平面的边界是一条斜率为 m1 D
a
b
的直线，第二个半平面的边界是一条

斜率为 m2 D
c
d
的直线. 如果我们有 m1 > m2，即 ad � bc > 0成立，则这两个半平面相

交于第一象限. 这只需要取 X1 D X2，其中 x和 y 是原先的不等式组的一个解.
2.43 由 Cayley–Hamilton定理，我们有´

.AB/2
� Tr.AB/AB C det.AB/I2 D O2

.BA/2
� Tr.BA/BA C det.BA/I2 D O2

:

由于 Tr.AB/ D Tr.BA/且 det.AB/ D det.BA/，我们得到 Tr.AB/.AB � BA/ D O2. 由于
Tr.AB/ > 0，这意味着 AB D BA.
2.44 ¹I2; A; A2º.
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2.45 设 n > 2. 要证明Pn � P2，我们需要证明对任意 X 2 M2.C/，存在 Y 2 M2.C/

使得Xn D Y 2. 令 JX 是X 的 Jordan标准形，设 P 是一个可逆矩阵，使得X D PJXP �1，

且令 Y D P Y1P �1，方程 Xn D Y 2变为 J n
X D Y 2

1 . 下面我们分两种情形.

如果 JX D

�
�1 0

0 �2

�
，则 J n

X D

�
�n

1 0

0 �n
2

�
，且我们取 Y1 D

�
�1 0

0 �2

�
，其中

�1; �2 2 C满足 �2
1 D �n

1 且 �2
2 D �n

2.

如果 JX D

�
� 1

0 �

�
，则 J n

X D

�
�n n�n�1

0 �n

�
. 如果 Y1 D

�
a b

0 a

�
，则我们有 Y 2

1 D�
a2 2ab

0 a2

�
，且我们得到方程 a2 D �n 与 2ab D n�n�1. 如果 � D 0，我们取 a D b D 0.

如果 � ¤ 0，则我们取 a 2 C�使得 a2 D �n且 b D
n�n�1

2a
.

要证明结论P2 � Pn，我们需要证明对任意 X 2 M2.C/，存在 Y 2 M2.C/，使得

X2 D Y n. 和前面结论的证明一样，化归到 Jordan标准形，我们需要证明 J 2
X D Y n

1 .

如果 JX D

�
�1 0

0 �2

�
，我们取 Y1 D

�
�1 0

0 �2

�
，其中 �n

1 D �2
1且 �n

2 D �2
2.

如果 JX D

�
� 1

0 �

�
，则 J 2

X D

�
�2 2�

0 �2

�
，我们取 Y1 D

�
a b

0 a

�
，则 Y n

1 D�
an nan�1b

0 an

�
. 我们得到方程 an D �n与 nan�1b D 2�.

如果 � D 0，我们取 a D b D 0. 如果 � ¤ 0，我们取 a 2 C� 满足 an D �2 且

nan�1b D 2�.
2.46 (a)由 Cayley–Hamilton定理，我们有 A2 � Tr.A/A C I2 D O2，于是 A C A�1 D

Tr.A/I2. 这意味着 AB C A�1B D Tr.A/B，两边取迹，可得 Tr.AB C A�1B/ D Tr.AB/ C

Tr.A�1B/ D Tr
�

Tr.A/B
�

D Tr.A/ Tr.B/.
(b) B C B�1 D Tr.B/I2 ) BAB C BAB�1 D Tr.B/BA，等式两边取迹可得

Tr.BAB C BAB�1/ D Tr
�

Tr.B/BA
�

) Tr.BAB/ C Tr.BAB�1/ D Tr.B/ Tr.BA/:

由于 Tr.BAB�1/ D Tr.A/ 且 Tr.BA/ D Tr.AB/，我们得到 Tr.BAB/ C Tr.A/ D

Tr.B/ Tr.AB/.
2.47 (a)通过反证法，我们假定存在 n 2 N使得An D I2，这意味着 det.An/ D det nA D 1.
如果 �1; �2 是 A 的特征值，则 �1 C �2 D Tr.A/ > 2; �1�2 D det A D 1，进一步可得

�n
1�n

2 D 1且 �n
1 C �n

2 D Tr.An/ D Tr.I2/ D 2，这意味着 �n
1 D �n

2 D 1 ) j�1j D j�2j D 1.
我们有 2 D j�1j C j�2j > j�1 C �2j D Tr.A/ > 2，矛盾.

(b)设 A D rB，然后注意到这个问题就化归到 (a)了.
2.48 设 �1; �2 是 A 的特征值，即方程 x2 � Tr.A/x C det A D 0 的解. 由于 � D

Tr2.A/ � 4 det A < 0，我们得到 �1; �2 2 CnR且 �2 D �1. 另一方面，�1�2 D 1，这意味着

�1;2 D cos ˛ ˙ i sin ˛，且 sin ˛ ¤ 0. 我们有 j Tr.An/j D j2 cos.n˛/j 6 2.
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矩阵

Bn D

�
cos π

n
� sin π

n

sin π
n

cos π
n

�
满足题中的要求.
2.49 充分性是显然的，下面证明必要性，即如果 C 与 A和 B 都可交换，则 C D O2. 如
果A或B形如 ˛I2; ˛ 2 C，则结论显然. 于是我们假定A和B都不是 ˛I2; ˛ 2 C的形式.
由于 AC D CA且 CB D BC，由定理 1.1，我们有 C D ˛1A C ˇ1I2且 C D ˛2B C ˇ2I2

对某个 ˛1; ˛2; ˇ1; ˇ2 2 C成立，于是 ˛1A C ˇ1I2 D ˛2B C ˇ2I2.
如果 ˛1 D 0，我们得到 ˇ1I2 D ˛2B C ˇ2I2. 如果 ˛2 ¤ 0，我们得到 B D

ˇ1�ˇ2

˛2
I2，

这是不可能的. 因此 ˛2 D 0，且 ˇ1 D ˇ2. 由于 ˛1 D 0，我们得到 C D ˇ1I2，且

Tr.C / D 0 ) ˇ1 D 0 ) C D O2.
如果 ˛1 ¤ 0，我们得到 A D

˛2

˛1
B C

ˇ2�ˇ1

˛1
I2 D ıB C I2，其中 ı D

˛2

˛1
且  D

ˇ2�ˇ1

˛1
.

于是 C D AB � BA D .ıB C I2/B � B.ıB C I2/ D O2.
2.50 令 fA.x/ D det.A � xI2/ D x2 � Tr.A/x C det A是 A的特征多项式，且 �1; �2是它

的根. 由于 An D I2，我们得到 �n
1 D �n

2 D 1 ) j�1j D j�2j D 1，且条件 det.A � I2/ 2 R
意味着 fA.1/ D 1 � .�1 C �2/ C �1�2 2 R.

我们有

�1�2 � .�1 C �2/ 2 R , �1 � �2 � .�1 C �2/ 2 R

,
1

�1

�
1

�2

�
1

�1

�
1

�2

2 R

,
1 � �1 � �2

�1�2

2 R:

设 �1 C �2 D �1�2 C a; a 2 R，且 1��1�2�a
�1�2

D b 2 R. 这些就意味着 �1�2 2 R且
�1 C �2 2 R，因此 fA 2 RŒx�.
2.51 (a)我们有 .AB/n D O2 ) .AB/2 D O2 ) B.AB/2A D O2 ) .BA/3 D O2 )

.BA/2 D O2 ) .BA/n D O2.
(b)令 f D fAB D fBA是AB和BA的特征多项式，我们有 xn D Q.x/f .x/CaxCb，

其中 Q 2 RŒx�且 a; b 2 R. 因此，.AB/n D I2 , Q.AB/f .AB/ C aAB C bI2 D I2 ,

aAB C .b � 1/I2 D O2.
如果 a D 0，则 b D 1，且这意味着 .BA/n D Q.BA/f .BA/ C I2 D I2.
如果 a ¤ 0，则 AB D

1�b
a

I2，其中 1�b
a

¤ 0，由于 A 与 B 是可逆的，这意味着

AB D BA.
(c) .AB/n D C , aAB C bI2 D C . 另一方面，.BA/n D C , aBA C bI2 D C，由

于 AB ¤ BA，我们得到 a D 0且 C D bI2.
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2.52 ˛ABCˇBA D I2 ) ˛.AB�BA/ D I2�.˛Cˇ/BA且ˇ.BA�AB/ D I2�.˛Cˇ/AB .
且

det.I2 � xBA/ D det.A�1I2A � A�1xABA/

D det.A�1/ det.I2 � xAB/ det A

D det.I2 � xAB/:

在前面的等式两边取行列式可得

˛2 det.AB � BA/ D ˇ2 det.BA � AB/ , .˛2
� ˇ2/ det.AB � BA/ D 0;

由于 ˛ ¤ ˙ˇ，这说明 det.AB � BA/ D 0.
2.53 令 f .x/ D det.A2CB2CC 2CxBC / 2 RŒx�，我们有 f .�2/ D det

�
A2C.B �C /2

�
>

0，且 f .2/ D det
�
A2 C .B C C /2

�
> 0. 由推论 2.4，直接计算可得

f .x/ D det.A2
C B2

C C 2/ C ˛x C x2 det B det C D det.A2
C B2

C C 2/ C ˛x

对某个 ˛ 2 R成立. 因此，f 是一个单调的次数为 1的多项式，且由于 0介于 �2与 2之
间，我们得到 f .0/ D det.A2 C B2 C C 2/ > 0.
2.55 我们有 ´4 � a´3 � a´ C 1 D .´2 � ˛1´ C 1/.´2 � ˛2´ C 1/，其中 ˛1;2 D

a˙
p

a2C8
2

. 由
于 a 2 .�1; 1/，我们得到 j˛1;2j < 2，这意味着方程 ´2 � ˛1´ C 1 D 0和 ´2 � ˛2´ C 1 D 0

只有复数解. 它们的解为 ´1; ´2 和 ´3; ´4，且满足 ´1´2 D ´3´4 D 1. 由于 ´1; ´2 与 ´3; ´4

都是复共轭的，因此有 j´1j D j´2j D j´3j D j´4j D 1. 我们有

detŒ.A2
� ˛1A C I2/.A2

� ˛2A C I2/� D 0 ) det.A2
� ˛1A C I2/ D 0

或 det.A2
� ˛2A C I2/ D 0:

如果

det.A2
� ˛1A C I2/ D 0 , det.A � ´1I2/.A � ´2I2/ D j det.A � ´1I2/j2 D 0;

这意味着 det.A � ´1I2/ D 0. 由推论 2.5，可得

0 D det.A � ´1I2/ D det A � Tr.A/´1 C ´2
1 D det A � 1 C ´1

�
˛1 � Tr.A/

�
这就说明 det A D 1.
2.56 由于B是幂零的，我们可知它的特征值都是 0. 由定理 2.1，可得 �ACB D �AC�B D

�A，且 �ACB D �A C �B D �A. 这意味着 det.A C B/ D �ACB�ACB D �A�A D det A.
2.57 如果 m D 1或 n D 1，那么问题是平凡的，因此我们假定 m与 n都是不小于 2的.
注意到 A2 D B2 D O2，利用问题 1.8即可.
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2.58 首先我们证明，如果 AB 和 BA都是幂零矩阵，则 A C B 也是幂零矩阵. 我们有

.A C B/2
D A2

C B2
C AB C BA D AB C BA;

.A C B/4
D .AB C BA/2

D .AB/2
C AB2A C BA2B C .BA/2

D O2:

由引理 2.3，这就说明 .A C B/2 D O2.
现在我们证明，如果 A C B 是幂零矩阵，则 AB 与 BA都是幂零矩阵. 我们有

.A C B/2
D O2 ) A2

C AB C BA C B2
D O2 ) AB D �BA:

这意味着

.AB/2
D ABAB D A.�AB/B D �A2B2

D O2;

.BA/2
D BABA D B.�BA/A D �B2A2

D O2:

2.59 我们对矩阵 AB � BA应用 Cayley–Hamilton定理，可得

.AB � BA/2
� Tr.AB � BA/.AB � BA/ C det.AB � BA/I2 D O2:

由于 Tr.AB � BA/ D 0，那么 .AB � BA/2 C det.AB � BA/I2 D O2. 这意味着 det.AB �

BA/ D 0 , .AB � BA/2 D O2. 由引理 2.10，我们有 det.AB � BA/ D 0 , Tr.A2B2/ D

Tr
�
.AB/2

�
.

2.61 我们有

.AB/2
D AB2A ) Tr

�
.AB/2

�
D Tr.AB2A/ D Tr.A2B2/:

且由问题 2.59，我们得到 .AB � BA/2 D O2. 这意味着

.AB/2
� AB2A C .BA/2

� BA2B D O2:

由于 .AB/2 D AB2A，我们得到 .BA/2 D BA2B . 充分性也可以用同样的方法证明.
2.62 由引理 2.11，我们有

det.A � B/ det.A C B/ D det.A2
� B2/ , det.AB � BA/ D 0:

然而，.AB �BA/2 D � det.AB �BA/I2，我们有 .AB �BA/2 D O2 , det.AB �BA/ D 0.
2.63 利用引理 2.12.
2.64 如果 det.AB � BA/ > 0，由引理 2.12，我们有 det.A2 C B2/ > 0.

如果 det.AB � BA/ 6 0，则 det.AB C BA/ 6 0. 由推论 2.1，我们有

detŒ.A2
C B2/ C .AB C BA/�C detŒ.A2

C B2/ � .AB C BA/�

D 2 det.A2
C B2/ C 2 det.AB C BA/:
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然而，det.A2 C B2 C AB C BA/ D detŒ.A C B/2� D det 2.A C B/，且

detŒ.A2
C B2/ � .AB C BA/� D det 2.A � B/:

于是可得

det 2.A C B/ C det 2.A � B/ D 2 det.A2
C B2/ C 2 det.AB C BA/:

由于 det.AB C BA/ 6 0，我们有 det.A2 C B2/ > 0.
2.65 由问题 1.32，我们有

det.An
C Bn

C AB/ D det.An
C Bn/ C det.An

C AB/ C det.Bn
C AB/

� det.An/ � det.Bn/ � det.AB/

D det.An
C Bn/ C det A det.An�1

C B/ C det.Bn�1
C A/ det B

� det.An/ � det.Bn/ � det.BA/

D det.An
C Bn/ C det.An�1

C B/ det A C det B det.Bn�1
C A/

� det.An/ � det.Bn/ � det.BA/

D det.An
C Bn/ C det.An

C BA/ C det.Bn
C BA/

� det.An/ � det.Bn/ � det.BA/

D det.An
C Bn

C BA/:

类似地，我们可以证明 det.An C Bn � AB/ D det.An C Bn � BA/.
2.66 由问题 2.65，当 n D 2时，我们有

det.A2
C B2

� AB/ D det.A2
C B2

� BA/:

由于 A2 C B2 � AB D O2 且 A2 C B2 � BA D AB � BA，我们得到 det.AB � BA/ D

0 , .AB � BA/2 D O2.
2.67 由于 A2 D O2，我们得到 det A D 0. 由引理 2.12，我们有

det.B2/ D det.AB � BA/ C .det B/2
C Œdet.A C B/ � det B�2;

这意味着 0 D det.AB � BA/ C Œdet.A C B/ � det B�2，那么显然有 det.AB � BA/ D 0 ,

det.A C B/ D det B .
2.68 由于 A2 D O2，我们得到 det A D 0，且 det.AB/ D 0; 8B 2 M2.R/. 由引理 2.7，我
们得到

det.AB � BA/ D det.AB/ � Tr.AB/ Tr.BA/ C Tr.AB2A/ C det.BA/

D 2 det.AB/ � Tr2.AB/ C Tr.A2B2/

D � Tr2.AB/
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6 0:

类似地，我们也可以证明 det.AB C BA/ D Tr2.AB/ > 0.
2.71 设A 2 M2.C/满足A2 D O2，且令X 2 M2.C/满足AX D XA，则 det.AX�XA/ D

0. 且由问题 2.67，我们有 det.A C X/ D det X .
要证明充分性，我们设 x1; x2 是方程 det.A C xI2/ D x2 C Tr.A/x C det A D 0的

解. 由于 x1I2; x2I2 2 C .A/，我们得到 0 D j det.A C xI2/j > jxi j
2; i D 1; 2，这意味着

x1 D x2 D 0. 因此，Tr.A/ D det A D 0 ) A2 D O2.
2.72 (a) .A � B/.A�1 � B�1/ D I2 ) AB�1 C BA�1 D I2 ) A � B D AB�1A 且

B � A D BA�1B . 于是

.det B/2

det A
D det.BA�1B/ D det.B � A/ D det.A � B/ D det.AB�1A/ D

.det A/2

det B
;

这说明 det A D det B 且 det.A � B/ D det A.
我们给出以下两个满足题中条件的矩阵 A; B 2 M2.R/. 设 ˛; u; x 2 R，且 ˛; x ¤ 0，

令

A D

�
x ˛x�˛2�x2

u

u ˛ � x

�
且 B D

�
x � ˛ ˛�˛2�x2

u

u �x

�
:

则

A�1
D

1

˛2

�
˛ � x x2C˛2�˛x

u

�u x

�
且 B�1

D
1

˛2

�
�x x2C˛2�˛x

u

u �x

�
:

我们有 det A D det B D det.A � B/ D ˛2.
(b)此时结论不成立. 令 " D

1Ci
p

3
2
，再令

A D

�
" 0

0 1

�
; B D

�
1 0

0 "

�
;

则 A�1 � B�1 D .A � B/�1，但 det A ¤ det B .
2.73 只需要考虑 P 是一个二次多项式即可.
2.75 如果 A或 B 是可逆的，则 B D O2或 A D O2，结论显然.
现在我们假定 A和 B 都不可逆. 由于 AB D O2，我们得到

.A C B/n
D An

C Bn
C B.An�2

C BAn�3
C � � � C Bn�2/A D An

C Bn
C C:

所有包含 AB 的式子都等于 O2. 由问题 1.32，我们有

det.A C B/n
D det.An

C Bn
C C n/

D det.An
C Bn/ C det.An

C C / C det.Bn
C C /

� det.An/ � det.Bn/ � det C
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D det.An
C Bn/;

这是因为 det.An/ D det.Bn/ D det C D det.An C C / D det.Bn C C / D 0.

2.76 (a)令 A D I2; B D

�
0 1

�1 0

�
，则 det.xA C yB/ D

ˇ̌̌̌
x y

�y x

ˇ̌̌̌
D x2 C y2.

(b) 对任意矩阵 A; B; C 2 M2.R/，我们取不全为零的实数 x0; y0; ´0，使得矩阵

x0ACy0BC´0C 的第一行为 0. 如果矩阵A; B; C 的第一行分别为 Œa1; a2�; Œb1; b2�; Œc1; c2�，

则方程组 ´
a1x C b1y C c1´ D 0

a2x C b2y C c2´ D 0

有非平凡解 .x0; y0; ´0/ ¤ .0; 0; 0/，则 det.x0A C y0B C ´0C / D 0，且 x2
0 C y2

0 C ´2
0 ¤ 0.

2.8 Quickies

2.77 设 A; B 2 M2.C/满足 ABAB D O2，是否有 BABA D O2?
2.78 设矩阵 A 2 M2.R/满足 Ak ¤ �I2; k 2 N. 证明：如果矩阵 Ak 的 .1; 2/元等于 0，则
所有形如 An; n 2 N的矩阵的 .1; 2/元等于 0.
2.79 是否存在矩阵 A; B 2 M2.Z/，使得 det.A C 2B/ D 3且 det.A C 5B/ D 7.
2.80 设 A; B 2 M2.Q/ 满足 det A D 0 且 det.A C

p
2B/ D 2，证明：det B D 1 且

det.A C
p

pB/ D p对任意素数 p成立

2.81 设 A; B 2 M2.Q/ 满足 det A D 1 且 det.A C
p

3B/ D 4，证明：det B D 1 且

det.A C
p

5B/ D 6.
2.82 设 A; B 2 M2.Q/满足 det.A C

3
p

3B/ D 3，证明：det.A C
p

2B/ D 3.
2.83 设 A; B 2 M2.C/满足 Tr.AB/ D 0，证明：.AB/2 D .BA/2.
2.84 设 A; B 2 M2.R/ 满足 A2 C B2 C 2AB D O2 且 det.A2 � B2/ D 0，证明：

det
�

Tr.A/A � Tr.B/B
�

D 0.
2.85 设 n 2 N，证明：如果 A 2 M2.C/满足 Tr.A/ D 0，则 Tr.A2nC1/ D 0.
2.86 设 A 2 M2.C/满足 Ak D AkC1对某个正整数 k成立，证明：

Tr.A/ D Tr.A2/ D Tr.A3/ D � � � D Tr.An/ D � � � :

2.87 设 A 2 M2.C/满足 Tr.An/ D Tr.AnC1/对某个 n 2 N成立，证明：A2 D O2.
2.88 A; B 2 M2.C/ 有相同的特征多项式（因此也就具有相同的特征值）当且仅当

Tr.Ak/ D Tr.Bk/ 对 k D 1; 2 成立，由此推断 A 是幂零矩阵当且仅当 Tr.Ak/ D 0 对

k D 1; 2成立.
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2.89 Jacobson引理.
设 A; B 2 M2.C/，且 C D AB � BA，证明：如果 C 与 A或 B 可交换，则 C 是

幂零矩阵.

2.90矩阵是否相等?
设 A; B 2 M2.C/满足 Tr.A/ D Tr.B/且 det A D det B，能否得出 A D B?

2.91 设 A; B 2 M2.C/满足 Tr.A/ D Tr.B/，则 A.A � B/B D B.A � B/A.

2.92 设 A 2 M2.C/满足 Ak D O2; k 2 N，证明：.I2 � A/�1 D I2 C A.

2.93 对任意 A; B 2 M2.R/，存在 ˛ 2 R，使得 .AB � BA/2 D ˛I2.

2.94 (a)找出两个矩阵 A; B，使得 A2 C B2 D

�
1 2

2 1

�
.

(b)证明：任意两个满足 A2 C B2 D

�
1 2

2 1

�
的矩阵都是不可交换的.

2.9 解答

2.77 答案是肯定的，因为 ABAB D O2 ) BABABA D O2 ) .BA/3 D O2 ) .BA/2 D

O2.
2.78 由定理 3.2，可知存在数列 .xn/n2N与 .yn/n2N，使得 An D xnA C ynI2对任意 n 2 N

成立. 当 n D k 时，我们有 Ak D xkA C ykI2，这意味着 A D
1

xk
.Ak � ykI2/ D

�
� 0

� �

�
.

因此，如果 n 2 N，我们得到 An D xnA C ynI2 D

�
� 0

� �

�
.

2.79 这样的矩阵是不存在的. 由引理 2.7，我们有 det.A C xB/ D det A C ˛x C x2 det B，

其中 ˛ 2 Z. 如果 k 2 Z，我们有 det.A C kB/ D det A C mk 对某个 m 2 Z成立. 因此，

7 D det.A C 5B/ D detŒ.A C 2B/ C 3B� D det.A C 2B/ C 3m0
D 3.1 C m0/

对某个 m0 2 Z成立，这是不可能的.
2.80 设 f .x/ D det.A C xB/ D ˛x C x2 det B，其中 ˛ 2 Q 且 det B 2 Q. 由于
f .

p
2/ D 2，我们得到 ˛ C

p
2 det B D

p
2，这意味着 ˛ D 0 且 det B D 1. 于是，

det.A C
p

pB/ D f .
p

p/ D p det B D p.
2.81 设 f .x/ D det.A C xB/ D 1 C ˛x C x2 det B 2 QŒx�; ˛ 2 Q. 由于 f .

p
3/ D 4，我

们得到 1 C ˛
p

3 C 3 det B D 4，由于 det B 2 Q，这意味着 ˛ D 0且 det B D 1. 因此，
f .x/ D 1 C x2且 det.A C

p
5B/ D f .

p
5/ D 6.

2.82 设 f .x/ D det.A C xB/ D det A C ˛x C x2 det B 2 QŒx�; ˛ 2 Q. 由于 f .
3
p

3/ D 3，

我们得到 det AC˛
3
p

3C
3
p

9 det B D 3，于是 det A D 3且 ˛ D det B D 0. 因此，f .x/ D 3
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且 det.A C
p

2B/ D f .
p

2/ D 3.
2.83 由于 Tr.AB/ D Tr.BA/ D 0，由 Cayley–Hamilton 定理，我们得到 .AB/2 D

� det.AB/I2 D � det.BA/I2 D .BA/2.
2.85 设 �1; �2是 A的特征值，A2nC1的特征值为 �2nC1

1 ; �2nC1
2 . 由于 Tr.A/ D �1 C �2 D

0，我们有 Tr.A2nC1/ D �2nC1
1 C �2nC1

2 D ��2nC1
2 C �2nC1

2 D 0.
2.87 设 �1; �2 是 A 的特征值，我们有 Tr.An/ D �n

1 C �n
2 D 0 且 Tr.AnC1/ D �nC1

1 C

�nC1
2 D 0. 由此可得 �1 D �2 D 0，且由定理 2.2，可知 A2 D O2.

2.88 显然只需要证明充分性即可. 设 �1; �2是 A的特征值，�1; �2是 B 的特征值. 由´
�1 C �2 D �1 C �2

�2
1 C �2

2 D �2
1 C �2

2

计算可得 �1 D �1; �2 D �2或 �1 D �2; �2 D �1. 在这两种情形下，都有 A和 B 具有相

同的特征多项式.
要证明问题的第二部分，只需要注意到 A是幂零矩阵，当且仅当 A2 D O2，当且仅

当 A与 O2具有相同的特征多项式.
2.89 我们假定 C D AB � BA与 A可交换，现在来证明 C 是幂零矩阵. 我们有

Tr.C / D Tr.AB � BA/ D 0;

Tr.C 2/ D Tr
�
C.AB � BA/

�
D Tr.CAB/ � Tr.CBA/ D Tr.ACB/ � Tr.CBA/ D 0:

于是由问题 2.88，可知 C 是幂零矩阵.

2.90 这两个矩阵不一定相等，例如 A D

�
2 3

4 6

�
; B D

�
4 16

1 4

�
.

2.91 定理 2.2 说明 A2 D
�

Tr.A/
�
A � .det A/I2 且 B2 D

�
Tr.B/

�
B � .det B/I2. 由于

Tr.A/ D Tr.B/，我们有

A.A � B/B D A2B � AB2

D
��

Tr.A/
�
A � .det A/I2

�
B � A

��
Tr.B/

�
B � .det B/I2

�
D A det B � B det A:

类似地，我们可以证明 B.A � B/A D A det B � B det A.
2.92 如果 k D 1，我们得到 A D O2，结论显然. 设 k > 2，如果 �是 A的一个特征值，

我们得到 �k D 0，意味着 � D 0. 因此，A的所有特征值均为 0. 那么由定理 2.2，这说明
A2 D O2. 我们有

.I2 � A/.I2 C A/ D I2 � A2
D I2 ) .I2 � A/�1

D I2 C A:

2.93 设 X D AB � BA，由于 Tr.X/ D 0，根据定理 2.2，我们有 X2 D ˛I，其中

˛ D � det.AB � BA/.
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2.94 (a)取 A D

�
1 1

1 1

�
; B D

�
0 1

�1 0

�
.

(b)如果两个矩阵可交换，则 det.A2CB2/ D j det.ACiB/j2 > 0，这与 det.A2CB2/ Dˇ̌̌̌
1 2

2 1

ˇ̌̌̌
D �3 < 0矛盾.
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第
3
章

Cayley–Hamilton定理的应用

The greatest mathematicians like Archimedes, New-
ton, and Gauss have always been able to combine theory
and applications into one.

Felix Klein（1849–1925）

3.1 二阶矩阵的 n次幂

在本节中，我们证明一个用矩阵 A的元及其特征值来计算 A的 n次幂的定理.

定理 3.1 设 A 2 M2.C/，且 �1; �2是 A的特征值.

(a) 如果 �1 ¤ �2，则对任意 n > 1，我们有 An D �n
1B C �n

2C，其中

B D
A � �2I2

�1 � �2

且 C D
A � �1I2

�2 � �1

:

(b) 如果 �1 D �2 D �，则对任意 n > 1，我们有 An D �nB C n�n�1C，其中

B D I2 且 C D A � �I2:

证 设 A D

�
a b

c d

�
，则我们有 A2 � Tr.A/A C .det A/I2 D O2，其中 Tr.A/ D a C d，且

det A D ad � bc. 我们在此等式两边乘以 An�1，得到

AnC1
� Tr.A/An

C .det A/An�1
D O2;

这意味着

AnC1
D Tr.A/An

� .det A/An�1: (3.1)
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设 An D

�
an bn

cn dn

�
，利用 (3.1)我们得到，当 n > 2时，

anC1 D Tr.A/an � .det A/an�1;

bnC1 D Tr.A/bn � .det A/bn�1;

cnC1 D Tr.A/cn � .det A/cn�1;

dnC1 D Tr.A/dn � .det A/dn�1:

因此，数列 .an/n>1; .bn/n>1; .cn/n>1和 .dn/n>1满足相同的递推关系

xnC1 D Tr.A/xn � .det A/xn�1; n > 2;

其特征方程为 �2 � Tr.A/� C det A D 0.
我们分下面两种情形.

如果 �1 ¤ �2，我们得到 xn D ˛x�n
1 C ˇx�n

2，其中 ˛x; ˇx 2 C，因此

an D ˛a�n
1 C ˇa�n

2;

bn D ˛b�n
1 C ˇb�n

2;

cn D ˛c�n
1 C ˇc�n

2;

dn D ˛d �n
1 C ˇd �n

2:

这些式子就意味着存在矩阵 B; C 2 M2.C/，

B D

�
˛a ˛b

˛c ˛d

�
且 C D

�
ˇa ˇb

ˇc ˇd

�
;

使得 An D �n
1B C �n

2C .

如果 �1 D �2 D �，我们得到 xn D ˛x�n C ˇxn�n�1，其中 ˛x; ˇx 2 C. 因此
an D ˛a�n

C ˇan�n�1;

bn D ˛b�n
C ˇbn�n�1;

cn D ˛c�n
C ˇcn�n�1;

dn D ˛d �n
C ˇd n�n�1:

这些式子就意味着存在矩阵 B; C 2 M2.C/，

B D

�
˛a ˛b

˛c ˛d

�
且 C D

�
ˇa ˇb

ˇc ˇd

�
;

使得 An D �nB C �n�1nC .
矩阵 B 和和 C 可以通过令 n D 0 和 1，解一个线性的矩阵方程组得到，这里

A0 D I2. �

注 3.1 定理 3.1有一种等价的描述.
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如果 n 2 N; A 2 M2.C/，且 �1; �2是 A的特征值，则

A D

´
�n

1 ��n
2

�1��2
A � det A

�n�1
1 ��n�1

2

�1��2
I2; �1 ¤ �2

n�n�1A � .n � 1/�nI2; �1 D �2 D �
:

定理 3.2 如果 A 2 M2.C/，存在数列 .xn/n>1和 .yn/n>1，使得

An
D xnA C ynI2; 8n 2 N;

其中数列 .xn/n>1和 .yn/n>1满足递推关系：

xnC1 D Tr.A/xn � .det A/xn�1; n 2 N;

ynC1 D Tr.A/yn � .det A/yn�1; n 2 N:

证 如果 A D ˛I2，则 An D ˛nI2; Tr.A/ D 2˛; det A D ˛2，于是我们可取 xn D ˛n; yn D

0.
如果 A ¤ ˛I2，由于 AnA D AAn，我们应用定理 1.1，有 An D xnA C ynI2; n 2 N. 由

AnC1 D xnC1A C ynC1I2和

AnC1
D AnA D xnA2

C ynA D xnŒTr.A/A � .det A/I2� C ynA;

我们得到 xnC1 D xn Tr.A/ C yn; ynC1 D �xn det A. 由于 yn D �xn�1 det A，我们有

xnC1 D xn Tr.A/ � xn�1 det A. 类似地，我们得到数列 .yn/n>1满足相同的递推关系. �

注 3.2 数列 .xn/n>1和 .yn/n>1的特征方程式矩阵 A的特征方程

�2
� Tr.A/� C det A D 0;

其根 �1; �2是 A的特征值.

如果 �1 ¤ �2，计算可得

xn D
�n

1 � �n
2

�1 � �2

且 yn D � det A
�n�1

1 � �n�1
2

�1 � �2

; n > 1:

如果 �1 D �2 D �，我们有 xn D n�n�1且 yn D �.n � 1/�n; n > 1.

3.1.1 问题

3.1 设 A D

�
�2 4

�5 7

�
，计算 An; n 2 N.

3.2 设 A D

�
1 3

�3 �5

�
，计算 An; n 2 N.
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3.3 设 A D

�
1 3

�1 �2

�
，计算 An; n 2 N.

3.4 设 A D

�
3 �2

2 �1

�
，计算 An; n 2 N.

3.5 设 A D

�
3 1

�1 1

�
，计算 An; n 2 N.

3.6 设 A D

�
1 C i 2 � i
2 C i 1 � i

�
，计算 An; n 2 N.

3.7 设 A D

�
O4 O2
O2 O2

�
2 M2.Z5/，计算 An; n 2 N.

3.8 设 A D

�
1 �1

�1 1

�
.

(a) 证明：An D 2n�1A; 8n 2 N.

(b) 计算和式 A C A2 C � � � C An.

3.9 设 A D

�
a 1

0 a

�
; a 2 R，计算 det.A C A2 C � � � C An/; n 2 N.

3.10 证明： �p
3 �1

1
p

3

�12

D 212

�
1 0

0 1

�
:

3.11循环矩阵盛宴.

形如 C.a; b/ D

�
a b

b a

�
; a; b 2 C的矩阵叫做循环矩阵. 设 C D ¹C.a; b/ W a; b 2

C º是循环矩阵构成的集合，则：

(a) C.1; 0/ D I2; C.0; 1/ D

�
0 1

1 0

�
D C; C 2n D I2; C 2nC1 D C; n 2 N，且

C.a; b/ D aI2 C bC; a; b 2 C.

(b) C 在矩阵加法和乘法下保持封闭，即 A; B 2 C，则 A C B 2 C ; AB 2 C，且

成立公式

C.a; b/ C C.c; d/ D C.a C c; b C d/;

C.a; b/C.c; d/ D C.ac C bd; ad C bc/:

(c) 循环矩阵的 n次幂. 我们有

C n.a; b/ D C

�
.a C b/n C .a � b/n

2
;
.a C b/n � .a � b/n

2

�
; n 2 N:

(d) C 的特征值为 �1 D 1; �2 D �1，而矩阵C.a; b/的特征值为�1 D aCb; �2 D
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a � b. 矩阵 C.a; b/的 Jordan标准形为 JC.a;b/ D

�
a C b 0

0 a � b

�
，且满足等

式 JC.a;b/ D P �1C.a; b/P 的可逆矩阵 P D

�
1 �1

1 1

�
.

(e) 如果 n 2 N，且 An是一个非 ˛I2; ˛ 2 C形式的循环矩阵，则 A也是一个循环

矩阵.

(f) 矩阵 .Ca; b/可逆当且仅当 a2 ¤ b2，且

C �1.a; b/ D C

�
a

a2 � b2
; �

b

a2 � b2

�
:

(g) .C ; C; �/ 是
�
M2.C/; C; �

�
的一个含幺交换子环，其中可逆元

�
U.C /; �

�
的群

由可逆的循环矩阵构成.

(h) 如果 X; Y 2 M2.C/满足 XY D C.a; b/; a2 ¤ b2，则 X 与 Y 可交换当且仅

当 X 和 Y 都是循环矩阵.

(i) 群 .C ; C/是 C上的一个二维向量空间，且有标准基BC D ¹I2; C º.

设 a; b 2 C， 且令 D.a; b/ D

�
a b

�b �a

�
D aD1 C bD2， 其中 D1 D�

1 0

0 �1

�
; D2 D

�
0 1

�1 0

�
，再令 D D ¹D.a; b/ W a; b 2 Cº. 则：

(j) D2
1 D I2; D2

2 D �I2; D1D2 D C; D2D1 D �C; CD1 D �D2; D1C D

D2; CD2 D �D1; D2C D D1.

(k) D2n
1 D I2; D2nC1

1 D D1; D4n
2 D I2; D4nC1

2 D D2; D4nC2
2 D �I2; D4nC3

2 D

�D2; n 2 N.

(l) 矩阵D.a; b/可逆当且仅当 a2 ¤ b2，且

D�1.a; b/ D D

�
a

a2 � b2
;

b

a2 � b2

�
:

(m) .D ; C/是 C上的二维线性空间，且有标准基BD D ¹D1; D2º.

(n) 如果 A; B 2 D，则 AB 2 C .

(o) 如果 A 2 C 且 B 2 D，且 AB 2 D 且 BA 2 D .

(p) 一个直和. M2.C/ D C ˚ D . 任意矩阵 A D

�
a b

c d

�
2 M2.C/可以唯一写成

A D C.x; y/ C D.´; t/，其中 x D
aCd

2
; y D

bCc
2

; ´ D
a�d

2
; t D

b�c
2
.

注意. 任意矩阵 A 2 M2.C/可以唯一表示成一个循环矩阵与一个迹为 0的
矩阵的和.
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(q) 正交性.函数 h�; �i W M2.C/�M2.C/ ! C定义为 hA; Bi D Tr.AB�/是M2.C/

上的线性函数，且
�
M2.C/; h�; �i

�
是一个 Euclide空间.

如果 C.a; b/ 2 C 且 D.c; d/ 2 D，则 D�.c; d/ D D.c; �d/，且

hC.a; b/; D.c; d/i D 0. 因此，子空间 C 和 D 是正交的. 性质 (o) 意味着
C 是 D 在M2.C/中的正交补，即 C D D?且 D D C ?.

我们还有

C D ¹C 2 M2.C/ W Tr.CD�/ D 0; 8D 2 Dº;

且

D D ¹D 2 M2.C/ W Tr.CD�/ D 0; 8C 2 C º;

注意. BM2.C/ D ¹I2; C; D1; D2º 是M2.C/ 的一个正交基，且 kI2k D

kC k D kD1k D kD2k D
p

2.

3.12双随机矩阵.

(a) 证明： �
a 1 � a

1 � a a

�n

D
1

2

�
1 C .2a � 1/n 1 � .2a � 1/n

1 � .2a � 1/n 1 C .2a C 1/n

�
; a 2 Œ0; 1�:

(b) 设 � 2 R，证明：�
cos2 � sin2 �

sin2 � cos2 �

�n

D
1

2

�
1 C cosn.2�/ 1 � cosn.2�/

1 � cosn.2�/ 1 C cosn.2�/

�
:

注 3.3 问题 3.12中 (a)和 (b)中的矩阵称为双随机矩阵. 一个双随机矩阵的每一个元
素都是非负的（表示一个概率），且每一行与每一列的和都等于 1.
3.13 计算 An，其中

A D

�
1 C a �a

�b 1 C b

�
; a; b 2 R; n 2 N:

3.14 设 ˛ 2 R�，计算 �
1 ˛2

1 1

�n

; n 2 N:

3.15 设 ˛ 2 C，计算 �
2a �a2

1 0

�n

; n 2 N:

3.16 L型矩阵的 n次幂. 设 a; b 2 R满足 a ¤ b且 ab > 0，计算
�

a b

a b

�n

.
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3.17 设 a; b 2 R满足 ab > 0，证明：�
1 a

b 1

�n

D

0@ .1C
p

ab/nC.1�
p

ab/n

2

a.1C
p

ab/n�a.1�
p

ab/n

2
p

ab
b.1C

p
ab/n�b.1�

p
ab/n

2
p

ab

.1C
p

ab/nC.1�
p

ab/n

2

1A:

3.18 设 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/ 满足 a ¤ d; b ¤ c; b ¤ 0; c ¤ 0. 如果 An D�

an bn

cn dn

�
; n 2 N，证明：bn

b
D

cn

c
D

an�dn

a�d
.

3.19 设 A D

�
a b

�b a

�
2 M2.R/满足 a2 C b2 < 1，证明：矩阵 An; n 2 N具有形式

�
an bn

�bn an

�
;

其中 .an/n>1和 .bn/n>1是收敛到 0的数列.
3.20 一组勾股数1包含三个正整数 a; b; c，满足 a2 C b2 D c2. 设 .a; b; c/是一组勾股数，

令

A D

�
a �b

b a

�
2 M2.Z/:

设数列 .an/n>1 和 .bn/n>1 定义为 An D

�
an �bn

bn an

�
; n > 1. 证明：bn ¤ 0 对任意

n > 1成立.

3.21 对 a 2 R，我们令 Xa D

�
a 1

�1 a

�
，且令

Xn
a D

�
an bn

�bn an

�
; n > 1:

证明：存在 a 2 R，使得

b1 < a1; b2 < a2; b3 < a3; � � � ; b2016 < a2016 且 b2017 > a2017:

3.22 设实数 a; b; c; d 构成等差数列，如果

A D

�
a b

c d

�
且 An

D

�
an bn

cn dn

�
; n 2 N;

证明：实数 bn � an; cn � dn和 dn � cn也构成等差数列.
1用任意一对正整数 m; n; m > n生成勾股数的公式是 Eucild公式. 这个公式指出，正整数 a D m2 �

n2; b D 2mn; c D m2 C n2 构成一组勾股数.
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3.23 设 A 2 M2.Z/是一个可逆矩阵，且满足 A�1 2 M2.Z/. 令

An
D

�
an bn

cn dn

�
; n > 1:

证明：.an; bn/ D .an; cn/ D .bn; dn/ D .cn; dn/ D 1，其中 .x; y/表示整数 x 和 y 的

最大公约数.

3.24另一个 Fibonacci矩阵
设 .Fn/n>0 是 Fibonacci数列，其递推关系为 F0 D 0; F1 D 1且 FnC1 D Fn C

Fn�1; 8n > 1，且令 A D

�
0 1

1 1

�
. 证明：

(a) An D

�
Fn�1 Fn

Fn FnC1

�
; 8n > 1.

(b) Fibonacci数列的两条性质.´
FnCm�1 D FnFm C Fn�1Fm�1; 8m; n > 1

Fn�1FnC1 � F 2
n D .�1/n; n > 1

:

(c) Fibonacci数列的第 n项.

Fn D
1

p
5

" 
1 C

p
5

2

!n

�

 
1 �

p
5

2

!n#
; 8n > 0:

3.25 设 A D

�
1 1

1 2

�
，且设 .Fn/n>1 是 Fibonacci 数列，定义为 F1 D 1; F2 D 2 且

FnC1 D Fn C Fn�1; n > 2.

(a) 证明：An D

�
F2n�1 F2n

F2n F2nC1

�
; n > 1.

(b) 如果数列 .xn/n>1 和 .yn/n>1 满足递推关系
�

xnC1

ynC1

�
D A

�
xn

yn

�
; n > 1，且

�
x1

y1

�
D�

1

1

�
，证明：x2

nC1 C xnC1ynC1 � y2
nC1 D x2

n C xnyn � y2
n; 8n > 1.

(c) 证明：如果自然数 x; y 2 N 满足方程 x2 C xy � y2 D 1，则存在 n 2 N，使得
.x; y/ D .F2n�1; F2n/.

3.26 设 A D

�
1 1

0 1

�
. 求数列 .xn/n>1 和 .yn/n>1，使得 An D xnA C ynI2; n 2 N，并计算

lim
n!1

xn

yn
.
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3.27 设矩阵 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/满足 j det Aj > 1，且令 An D

�
an bn

cn dn

�
; n > 1. 证明：

数列 .an/n>1; .bn/n>1; .cn/n>1和 .dn/n>1收敛当且仅当 A D I2.

3.1.2 解答

3.1 A的特征方程为 �2 � 5� C 6 D 0，这说明 �1 D 2; �2 D 3. 于是 An D 2nB C 3nC，

其中 B; C 2 M2.R/. 我们通过令 n D 0和 n D 1来定出矩阵 B 和 C，可得

B D

�
5 �4

5 �4

�
且 C D

�
�4 4

�5 5

�
:

因此，

An
D

�
5 � 2n � 4 � 3n 4 � 3n � 4 � 2n

5 � 2n � 5 � 3n 5 � 3n � 5 � 2n

�
; n 2 N:

3.2 An D .�2/n�1

�
3n � 2 3n

�3n �3n � 2

�
; n 2 N.

3.3 A的特征多项式为 �2 C � C 1 D 0，所以 A2 C A C I2 D O2. 我们将此等式乘以
A � I2，可得 A3 D I2. 因此当 n D 3k 时，A3 D I2；当 n D 3k C 1 时，An D A；当

n D 3k C 2时，An D A2.

3.4 An D

�
2n C 1 �2n

2n �2n C 1

�
; n 2 N.

3.5 A的特征多项式为 .� � 2/2 D 0，所以我们有 .A � 2I2/2 D O2.

令 B D A � 2I2 D

�
1 1

�1 �1

�
，我们注意到 B2 D O2. 由二项式定理，我们有

An
D .2I2 C B/n

D 2nI2 C n22n�1B D

�
2n C n2n�1 n2n�1

�n2n�1 2n � n2n�1

�
:

3.6 A D I2 C B，其中 B D

�
i 2 � i

2 C i �i

�
，且 B2 D 4I2. 计算可知，当整数 k > 1时，

B2k�1 D 4k�1B 且 B2k D 4kI2. 我们有

A2n
D

2nX
kD0

�
2n

k

�
Bk

D

nX
iD0

�
2n

2i

�
B2i

C

nX
iD1

�
2n

2i � 1

�
B2i�1

D

nX
iD0

�
2n

2i

�
4iI2 C

nX
iD1

�
2n

2i � 1

�
4i�1B

D
32n C 1

2
I2 C

32n � 1

4
B;
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且 A2n�1 D A2n�2A; n > 1.

3.7 An D

 4.2n C 1/3n b4n3n

22n3n�1 6.4n C 3/3n�1

!
; n 2 N.

3.8 (a)这里可以通过数学归纳法或者直接计算得到.
(b)我们有

A C A2
C � � � C An

D A C 2A C 22A C � � � C 2n�1A

D .1 C 2 C 22
C � � � C 2n�1/A

D .2n
� 1/A:

3.9 我们有 An D

�
an nan�1

0 an

�
. 如果 a D 1，则

nX
iD1

Ai
D

nX
iD1

�
1 i
0 1

�
D

�
n n.nC1/

2

0 n

�
;

这意味着 det.A C A2 C � � � C An/ D n2.
如果 a ¤ 1，则

nX
iD1

Ai
D

nX
iD1

�
ai iai�1

0 ai

�
D

�Pn
iD1 ai

Pn
iD1 iai�1

0
Pn

iD1 ai

�
D

�
a.1�an/

1�a

Pn
iD1 iai�1

0 a.1�an/

1�a

�
;

这意味着 det.A C A2 C � � � C An/ D a2
�

1�an

1�a

�2.
3.10 我们有

�p
3 �1

1
p

3

�
D 2

�
cos π

6
� sin π

6

sin π
6

cos π
6

�
，于是

�p
3 �1

1
p

3

�12

D 212

�
cos 2π � sin 2π
sin 2π cos 2π

�
D 212I2:

3.11 这些循环矩阵的性质可以直接通过计算验证.
3.12 (a)中的矩阵是一个循环矩阵，而 (b)只需要在 (a)中令 a D cos2 � 即可.

3.13 我们注意到 A D I2 C B，其中 B D

�
a �a

�b b

�
. 当 a C b ¤ 0 时，我们有

B2 D .a C b/B，且 Bk D .a C b/k�1B; 8k > 1. 因此

An
D .I2 C B/n

D I2 C

nX
kD1

�
n

k

�
Bk

D I2 C

"
nX

kD1

�
n

k

�
.a C b/k�1

#
B
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D I2 C
.a C b C 1/n � 1

a C b
B;

如果 a C b D 0，我们有 An D I2 C nB .
3.14 我们有�

1 ˛2

1 1

�
D

.1 C ˛/n C .1 � ˛/n

2
I2 C

.1 C ˛/n � .1 � ˛/n

2˛

�
0 ˛2

1 0

�
:

3.15
�

2a �a2

1 0

�n

D an�1

�
a.n C 1/ �na2

n a.�n C 1/

�
; n 2 N.

3.16 注意到
�

a b

a a

�
D a

�
1 ˛2

1 1

�
，其中 ˛2 D

b
a
，然后利用问题 3.14即可.

3.18 由于 AnA D AAn，我们有�
an bn

cn dn

��
a b

c d

�
D

�
a b

c d

��
an bn

cn dn

�
;

这意味着 8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

aan C bnc D aan C bcn

anb C bnd D abn C bdn

cna C dnc D can C dcn

cnb C dnd D cbn C ddn

对任意 n > 1成立. 由第一个方程，我们得到 bnc D bcn，这意味着 bn

b
D

cn

c
; 8n > 1. 第

二个方程则意味着 an�dn

a�d
D

bn

b
; 8n > 1.

3.19 注意到 A D
p

a2 C b2

�
cos � sin �

� sin � cos �

�
，其中 cos � D

a
p

a2Cb2
且 sin � D

b
p

a2Cb2
.

由数学归纳法可得

An
D .a2

C b2/
n
2

�
cos n� sin n�

� sin n� cos n�

�
; n > 1:

因此，an D .a2 C b2/
n
2 cos n� 且 bn D .a2 C b2/

n
2 sin n� . 且由于 a2 C b2 < 1，我们

有 lim
n!1

an D lim
n!1

bn D 0.

3.20 设 B D
1
c
A D

�
x �y

y x

�
，其中 x D

a
c
; y D

b
c
. 由于 a2 C b2 D c2，存在 t 2 Œ0; 2π/，

使得 x D cos t 2 Q，且 y D sin t 2 Q，这意味着

An
D cn

�
cos nt � sin nt

sin nt cos nt

�
;

因此 an D cn cos nt; bn D cn sin nt .
通过反证法，我们假定 bn D 0. 这意味着 sin nt D 0且 cos nt D ˙1，所有 cos 2nt D

2 cos2 nt � 1 D 1. 我们来证明，如果 cos t 2 Q且 cos nt D 1，则 cos t 2
®
0; ˙1; ˙

1
2

¯
. 我

们需要下面的引理：
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引理 3.1 存在一个次数为 n 的首一多项式 Pn 2 ZŒx�， 使得 2 cos nt D

Pn.2 cos t /; t 2 R; n 2 N.

证 我们对 n进行归纳. 如果 n D 1，我们令 P1.x/ D x. 如果 n D 2，则 P2.x/ D x2 � 2.
利用公式

2 cos.n C 1/t C 2 cos.n � 1/t D .2 cos t /.2 cos nt/;

我们得到 PnC1.x/ C Pn�1.x/ D xPn.x/，且这说明如果 Pn 和 Pn�1 都是首一的多项式，

则 PnC1也是首一的多项式. 这就证明了引理. �

根据前面的引理，方程 cos.2nt/ D 1意味着

2 cos.2nt/ D .2 cos t /2n
C � � � D 2 , x2n

C � � � D 0;

其中 x D 2 cos t 2 Q. 由于首一整系数多项式的有理根是整根，我们得到 2 cos t 2 Z. 这
意味着 2 cos t 2 ¹0; ˙1; ˙2º , cos t 2

®
0; ˙1; ˙

1
2

¯
.

如果 cos t D
a
c

D 0，我们得到 a D 0，这与 a ¤ 0矛盾.

如果 cos t D ˙
1
2
，我们得到 sin t D ˙

p
3

2
… Q，这与 sin t 2 Q矛盾.

如果 cos t D ˙1，我们有 sin t D 0. 由于 sin t D
b
c
，我们得到 b D 0，这与 b ¤ 0矛盾.

因此，我们的假设 bn D 0是不成立的，那么原问题解得到了证明.

3.21 我们写成Xa D
p

1 C a2

�
cos t sin t

� sin t cos t

�
，其中 t 2 Œ0; 2π/，且 cos t D

a
p

1Ca2
; sin t D

1
p

1Ca2
. 这意味着

Xn
a D .1 C a2/

n
2

�
cos nt sin nt

� sin nt cos nt

�
;

那么题目的条件就变成了 cos nt > sin nt; n D 1; 2; � � � ; 2016，且 cos 2017t < sin 2017t .
我们取 t D

π
8066
，且令 b D sin2 π

8066
. 由于 sin t D

1
p

1Ca2
，我们得到 a D

q
1�b

b
.

3.22 设 r 表示等差数列 a; b; c; d 的公差.
存在实数列 .˛n/n2N和 .ˇn/n2N，使得 An D ˛nA C ˇnI2，这意味着8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:

an D ˛na C ˇ

bn D ˛nb

cn D ˛nc

dn D ˛nd C ˇn

:

因此，bn � an C dn � cn D .bn C dn/ � .an C cn/ D ˛n.b � a C d � c/ D 2r˛n，且

2.cn � bn/ D 2˛n.c � b/ D 2r˛n; 8n > 1.
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3.23 等式 AA�1 D I2 意味着 det A det.A�1/ D 1. 由于 det A; det.A�1/ 2 Z，我们得到
det A D det.A�1/ 2 ¹�1; 1º. 我们有 det.An/ D det nA 2 ¹�1; 1º , andn � bncn 2 ¹�1; 1º.
如果 .an; bn/ D ˛，则 ˛整除 andn � bncn，所以 ˛整除 1或 �1，这意味着 ˛ D 1. 类似地，
我们有 .an; cn/ D .bn; dn/ D .cn; dn/ D 1.
3.24 (a)可以通过数学归纳法，或者直接计算证明（特征值的技巧）.

(b)由于 AnCm D AnAm，我们有�
FnCm�1 FnCm

FnCm FnCmC1

�
D

�
Fn�1 Fn

Fn FnC1

��
Fm�1 Fm

Fm FmC1

�
:

我们来看这个等式中的 .1; 1/元，我们有 FnCm�1 D FnFm C Fn�1Fm�1; 8m; n > 1. 另一
方面，det.An/ D det nA ) Fn�1FnC1 � F 2

n D .�1/n; n > 1.
(c)计算可知 A的特征值为 ˛ D

1C
p

5
2
和 ˇ D

1�
p

5
2

. 由注 3.1，可得�
Fn�1 Fn

Fn FnC1

�
D

�
0 1

1 1

�n

D
˛n � ˇn

˛ � ˇ
A C

˛n�1 � ˇn�1

˛ � ˇ
I2; n > 1:

观察这个等式中的 .1; 2/元，那么 (c)就得到证明了.
3.25 这里的问题就是关于解 Diophantine方程 x2 C xy � y2 D 1. 这个方程可以等价地
写成 .2x C y/2 � 5y2 D 5，这是一个形如 x2 � dy2 D k的 Pell方程.
3.26 由于 A D 1A C 0I2，我们有 x1 D 1且 y1 D 0. 并且 A2 � 2A C I2 D O2，这意味着

A2 D 2A � I2. 令 An D xnA C ynI2，我们有

AnC1
D AnA D .xnA C ynI2/A D xnA2

C ynA D xn.2A � I2/ C ynA

D .2xn C yn/A � xnI2 D xnC1A C ynC1I2:

这意味着 xnC1 D 2xnCyn; ynC1 D �xn; 8n > 1，于是可得 xnC1�2xn�xn�1 D 0; 8n > 1.
特征方程为 r2 � 2r C 1 D 0，则 r D 1，所以 xn D ˛ C ˇn; ˛; ˇ 2 R. 由于 x1 D 1; x2 D 2，

我们得到 ˛ D 0; ˇ D 1，这意味着 xn D n且 yn D �n C 1. 因此，lim
n!1

xn

yn
D �1.

3.27 如果数列 .an/n>1; .bn/n>1; .cn/n>1 和 .dn/n>1 收敛，则以 andn � bncn D det nA为

通项的数列也收敛，这意味着 det A 2 .�1; 1�，且由于 j det Aj > 1，我们得到 det A D 1.
显然，A 满足方程 A2 � .a C d/A C .det A/I2 D O2，我们在此等式两边乘以 An�1，

得到 AnC1 � .a C d/An C .det A/An�1 D O2，这说明数列 .an/n>1; .bn/n>1; .cn/n>1 和

.dn/n>1 满足递推式 xnC1 � .a C d/xn C .det A/xn�1 D 0. 在此等式中取极限，我们得到
lx.1 � a � d C det A/ D 0 , lx.2 � a � d/ D 0，其中 lx D lim

n!1
xn.

如果 a C d ¤ 2，我们得到 lx D 0，且这意味着数列 .an/n>1; .bn/n>1; .cn/n>1 和

.dn/n>1都收敛到 0，这与 lim
n!1

.andn � bncn/ D lim
n!1

.det A/n D 1矛盾.

因此，我们必有 a C d D 2，且有 AnC1 � 2An C An�1 D O2; 8n > 1. 等价地，
AnC1 � An D An � An�1; 8n > 1，这意味着 An D I2 C n.A � I2/; 8n > 1. 因此，
an D 1 C n.a � 1/; bn D nb; cn D nc，且 dn D 1 C n.d � 1/. 这些数列收敛当且仅当
a D 1; b D 0; c D 0且 d D 1，所以 A D I2.
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3.2 线性递推方程组定义的数列

在本节中，我们将介绍一种确定由线性递推方程组定义的序列的通项的方法.
定理 3.3 令

A D

�
a b

c d

�
2 M2.C/;

且设数列 .xn/n>0和 .yn/n>0由线性递推方程组´
xnC1 D axn C byn

ynC1 D cxn C dyn

; n > 0: (3.2)

所定义，则 �
xn

yn

�
D An

�
x0

y0

�
; n > 0:

设 �1; �2是 A的特征值.

如果 �1 ¤ �2，则 ´
xn D ˛�n

1 C ˇ�n
2

yn D �n
1 C ı�n

2

对某个 ˛; ˇ; ; ı 2 C成立.

如果 �1 D �2 D �，则 ´
xn D �n.˛ C ˇn/

yn D �n. C ın/

对某个 ˛; ˇ; ; ı 2 C成立.

证 方程组 (3.2)可以写成�
xnC1

ynC1

�
D

�
a b

c d

��
xn

yn

�
或

�
xnC1

ynC1

�
D A

�
xn

yn

�
; 8n > 0:

于是 �
xnC1

ynC1

�
D A

�
xn

yn

�
D A2

�
xn�1

yn�1

�
D � � � D AnC1

�
x0

y0

�
:

则 �
xn

yn

�
D An

�
x0

y0

�
;

于是问题就约化为计算 An.
定理的第二部分则由 3.1得到. �
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3.2.1 问题

3.28 求出由下列线性递推方程组定义的数列 .xn/n2N和 .yn/n2N的通项公式：´
xnC1 D 3xn C yn

ynC1 D �xn C yn

; n > 1;

其中 x1 D 1; y1 D �2.
3.29 求出由下列线性递推方程组定义的数列 .xn/n2N和 .yn/n2N的通项公式：´

xnC1 D xn C 2yn

ynC1 D �2xn C 5yn

; n > 0;

其中 x0 D 1; y0 D 2.
3.30 证明：由下列方程组定义的数列 .xn/n2N和 .yn/n2N´

2xn D
p

3xn�1 C yn�1

2yn D �xn�1 C
p

3yn�1

; n > 1;

是周期数列，且它们具有相同的周期.
3.31 (a)求出由下列线性递推方程组定义的数列 .xn/n2N和 .yn/n2N的通项公式：8̂̂<̂

:̂
xnC1 D

xn C 3yn

4

ynC1 D
3xn C 2yn

5

;

其中 x0; y0 2 R.
(b)求 lim

n!1
xn和 lim

n!1
yn.

3.32 设 .an/n>0和 .bn/n>0定义为

a0 D 1; b0 D 4; anC1 D
an C 2bn

3
; bnC1 D

an C 3bn

4
; 8n > 0:

证明：

(a) 定义数列 .cn/n2N为 cn D bn � an，则 .cn/n2N是等比数列；

(b) 定义数列 .dn/n2N为 dn D 3an C 8bn，则 .dn/n2N是常数列；

(c) 计算 lim
n!1

an和 lim
n!1

bn.
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3.33一个等比数列. 令 A D

�
a b

c d

�
2 M2.C/，且设数列 .xn/n2N 和 .yn/n2N 定义

为 ´
xnC1 D axn C byn

ynC1 D cxn C dyn

; n 2 N:

证明：如果 � 2 C是 AT 的一个特征值，而 Z D

�
˛

ˇ

�
是相应的特征向量，定义数列

.un/n2N为 un D ˛xn C ˇyn，则 .un/n2N是等比数列.

3.34 设数列 .xn/n>1和 .yn/n>1定义为´
xn D �3xn�1 � yn�1 C n

yn D xn�1 C yn�1 � 2
; n > 2;

且 x1 D y1 D 1. 求出数列 .xn/n>1和 .yn/n>1的通项公式.
3.35 设数列 .xn/n>0和 .yn/n>0定义为´

xnC1 D .1 � a/xn C ayn

ynC1 D bxn C .1 � b/yn

; n > 0;

其中 a; b 2 .0; 1/，且 x0; y0 2 R. 计算 lim
n!1

xn和 lim
n!1

yn.

3.36 设数列 .xn/n>0和 .yn/n>0由下列线性递推方程组´
xn D axn � byn

yn D bxn C ayn

;

所定义，其中 a; b; x0; y0 2 R，且 a2 C b2 6 1，研究数列 .xn/n>0和 .yn/n>0的收敛性.
3.37 设实数列 .tn/n>0 满足 tn 2 .0; 1/; 8n > 0，且存在极限 lim

n!1
tn 2 .0; 1/. 证明：由下

列递推方程组 ´
xnC1 D tnxn C .1 � tn/yn

ynC1 D .1 � tn/xn C tnyn

; 8n > 0;

定义的数列 .xn/n>0和 .yn/n>0是收敛的，并求出它们的极限.
3.38一个 IMO入围赛问题.

设 n是一个正整数，而 a1; a2; � � � ; an�1是任意实数. 递归定义数列 u0; u1; � � � ; un和

v0; v1; � � � ; un和 v0; v1; � � � ; vn为u0 D u1 D v0 D v1 D 1，且ukC1 D ukCakuk�1; vkC1 D

vk C an�kvk�1; k D 1; 2; � � � ; n � 1.证明 un D vn.
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3.2.2 解答

3.28 xn D 2n�1 � .n � 1/2n�2; yn D .n � 1/2n�2 � 2n; 8n > 1.
3.29 xn D 3n�1.2n C 3/; yn D 3n�1.2n C 6/; 8n > 0.
3.30 xn D

�
cos nπ

6

�
x0C

�
sin nπ

6

�
y0; yn D �

�
sin nπ

6

�
x0C

�
cos nπ

6

�
y0; n > 0. 由于 xnC12 D xn

且 ynC12 D yn; 8n > 0，这两个数列都以 12为周期.
3.31 (a)计算可知

xn D

�
4

9
C

�
�

7

20

�n
5

9

�
x0 C

�
5

9
�

�
�

7

20

�n
5

9

�
y0;

yn D

�
4

9
�

�
�

7

20

�n
4

9

�
x0 C

�
5

9
C

�
�

7

20

�n
4

9

�
y0:

(b) lim
n!1

xn D lim
n!1

yn D
4x0C5y0

9
.

3.32 解法 1. 令 A D

�
1
3

2
3

1
4

3
4

�
，我们有

�
an

bn

�
D A

�
an�1

bn�1

�
D � � � D An

�
a0

b0

�
D An

�
1

4

�
:

A的特征值为 �1 D 1; �2 D
1

12
，由定理 3.1，我们有 An D B C

1
12n C; n 2 N，其中

B D
1

11

�
3 8

3 8

�
且 C D

1

11

�
8 �8

�3 3

�
:

于是 an D
1

11

�
35 �

24
12n

�
，且 bn D

1
11

�
35 C

9
12n

�
.

(a) bn � an D
3

12n ; n > 0，这是一个公比为 1
12
的等比数列.

(b) 3an C 8bn D 35; n > 0.

(c) lim
n!1

an D lim
n!1

bn D
35
11
.

解法 2. (a)我们有

cnC1

cn

D
bnC1 � anC1

bn � an

D

1
4
an C

3
4
bn �

1
3
an �

2
3
bn

bn � an

D

1
12

bn �
1

12
an

bn � an

D
1

12
:

(b) dnC1 D 3anC1 C 8bnC1 D an C 2bn C 2an C 6bn D 3an C 8bn D dn; 8n > 0. 这
意味着 dn D d0 D 3a0 C 8b0 D 35; 8n > 0.

(c)由 (a)，我们有 cn D bn � an D
3

12n，于是 lim
n!1

an D lim
n!1

bn. 再利用 (b)，我们得到

3 lim
n!1

an C 8 lim
n!1

bn D 35，于是我们有 lim
n!1

an D lim
n!1

bn D
35
11
.

112

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

3.33 我们有 ATZ D �Z，这意味着´
a˛ C cˇ D �˛

b˛ C dˇ D �ˇ
:

那么我们有

unC1

un

D
˛xnC1 C ˇynC1

˛xn C ˇyn

D
˛.axn C byn/ C ˇ.cxn C dyn/

˛xn C ˇyn

D
.˛a C ˇc/xn C .˛b C ˇd/yn

˛xn C ˇyn

D
�˛xn C �ˇyn

˛xn C ˇyn

D �:

因此，数列 .un/n2N是等比数列，其公比 �是 A的一个特征值.
3.34 设 xn D un C an C b; yn D vn C cn C d; n > 1. 计算可得 a D 0; b D 3; c D 1; d D

�11，所以 xn D un C 3; yn D vn C n � 11; n > 11. 递推方程组变为´
un D �3un�1 � vn�1

vn D un�1 C vn�1

; n > 2:

解此方程组，经过计算可得

xn D
�2

p
3 � 7

2
p

3
.
p

3 � 1/n�1
C

7 � 2
p

3

2
p

3
.�1 �

p
3/n�1

C 3;

yn D
20 C 11

p
3

2
p

3
.
p

3 � 1/n�1
C

11
p

3 � 20

2
p

3
.�1 �

p
3/n�1

C n � 11:

3.35 我们将方程组写成矩阵形式�
xnC1

ynC1

�
D

�
1 � a a

b 1 � b

��
xn

yn

�
或

�
xnC1

ynC1

�
D A

�
xn

yn

�
;

其中

A D

�
1 � a a

b 1 � b

�
:

于是
�

xn

yn

�
D An

�
x0

y0

�
. 我们来计算 An. A的特征值为 �1 D 1; �2 D 1 � a � b，且注意到

a C b ¤ 0，于是 �1 ¤ �2. 因此，An D B C .1 � a � b/nC，其中

B D
1

a C b

�
b a

b a

�
且 C D

1

a C b

�
a �a

�b b

�
:
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因此，

An
D

1

a C b

�
b C a.1 � a � b/n a � a.1 � a � b/n

b � b.1 � a � b/n a C b.1 � a � b/n

�
;

这意味着

xn D
1

a C b

��
b C a.1 � a � b/n

�
x0 C

�
a � a.1 � a � b/n

�
y0

�
;

yn D
1

a C b

��
b � b.1 � a � b/n

�
x0 C

�
a C b.1 � a � b/n

�
y0

�
:

由于 j1 � a � bj < 1，计算可知 lim
n!1

xn D lim
n!1

yn D
bx0Cay0

aCb
.

3.36 令 Un D

�
xn

yn

�
; A D

�
a �b

a a

�
. 由于 UnC1 D AUn，我们得到 Un D AnU0. 令

r D
p

a2 C b2，且设 t 2 Œ0; 2π/使得 a D r cos t; b D r sin t . 于是

An
D rn

�
cos nt � sin nt

sin nt cos nt

�
;

这意味着 xn D rn.x0 cos nt � y0 sin nt/，且 yn D rn.x0 sin nt C y0 cos nt/.

如果 r 2 Œ0; 1/，则 .xn/n>0和 .yn/n>0收敛，且 lim
n!1

xn D lim
n!1

yn D 0.

如果 r D 1且 t 2 πQ，则 .xn/n>0 和 .yn/n>0 是周期数列. 如果 t D
p

q
π; .p; q/ D 1，则

数列 .xn/n>0和 .yn/n>0有相同的周期 2q.

如果 r D 1且 t 2 π.RnQ/，则 .xn/n>0 和 .yn/n>0 在区间
�

�
p

x2
0 C y2

0 ;
p

x2
0 C y2

0

�
内

是稠密的.

3.37 令 Un D

�
xn

yn

�
; A D

�
tn 1 � tn

1 � tn tn

�
. 由于 UnC1 D AnUn; n > 0，我们有 UnC1 D

AnAn�1 � � � A0U0. 我们来计算矩阵乘积 AnAn�1 � � � A0. An 的特征值为 �1 D 1; �2 D

2tn � 1，且相应的特征向量为 X1 D

�
1

1

�
; X2 D

�
�1

1

�
（这对所有的 n都是一样的）. 如

果

P D

�
1 �1

1 1

�
) An D P

�
1 0

0 2tn � 1

�
P �1:

这意味着

AnAn�1 � � � A0 D P

�
1 0

0 sn

�
P �1;

其中 sn D
Qn

kD0.2tk � 1/.
如果数列 .tn/n>0中有一项是 1

2
，即 tn0

D
1
2
，则 sn D 0; 8n > n0. 如果 .tn/n>0中的所

有项都不是 1
2
，由于 lim

n!1

snC1

sn
D lim

n!1
.2tnC1 � 1/ 2 .�1; 1/，我们得到 lim

n!1
sn D 0，且这

意味着

lim
n!1

UnC1 D P

�
1 0

0 0

�
P �1

�
x0

y0

�
:
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因此，lim
n!1

xn D
x0Cy0

2
D lim

n!1
yn.

3.38 对 k D 1; 2; � � � ; n � 1，令 xkC1 D ukC1 � uk; ykC1 D vkC1 � vk，且令 Ak D�
1 C ak �ak

ak �ak

�
，则有

�
ukC1

xkC1

�
D Ak

�
uk

xk

�
且

�
vkC1

ykC1

�
D An�k

�
vk

yk

�
:

于是 �
un

xn

�
D An�1An�2 � � � A1

�
u1

x1

�
D An�1An�2 � � � A1

�
1

0

�
;�

vn

yn

�
D An�1An�2 � � � A1

�
v1

y1

�
D An�1An�2 � � � A1

�
1

0

�
;

这就说明 un D vn.
注 3.4 如果 a1 D a2 D � � � D an�1 D 1，则我们有 un D vn D FnC1.

3.3 等交比递推关系定义的数列

在本节中，我们讨论由等交比递推关系定义的数列.
定义 3.1 函数 f W Rn

®
�

d
c

¯
! R; f .x/ D

axCb
cxCd

; a; b; c; d 2 R称为等交比函数2，且矩

阵

Af D

�
a b

c d

�
是 f 的关联矩阵.

如果D � R，且 f; g W D ! R是一个等交比函数，则 f ıg和 f n D f ı f ı � � � ı f„ ƒ‚ …
n个

; n 2

N都是等交比函数，且它们的关联矩阵满足

Mf ıg D Mf Mg 且 Mf n D M n
f ; n 2 N:

定义 3.2 设 f 是一个等交比函数，由递推关系 xnC1 D f .xn/定义的数列称为等交比

数列. 因此，一个等交比数列的递推公式为

xnC1 D
axn C b

cxn C d
; n > 0; a; b; c; d 2 R:

如果 cxn C d ¤ 0对任意 n > 0成立，则数列 .xn/n2N是良定义的.
2译者注：亦可称为分式线性变换，它保持交比不变.
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如果 xnC1 D f .xn/; 8n > 0，则 xn D f n.x0/，其中

f n.x0/ D f ı f ı � � � ı f„ ƒ‚ …
n个

.x0/:

如果

f .x/ D
ax C b

cx C d
且

�
a b

c d

�n

D

�
an bn

cn dn

�
;

则

f n.x/ D
anx C bn

cnx C dn

:

如果 xnC1 D f .xn/; n > 0，则

xn D
anx0 C bn

cnx0 C dn

:

如果给首项 x0 加一些附加条件，则数列 .xn/n>0 是良定义的. 确切地说，我们可以利
用 An 的表达式来确定数列 .xn/n>0 的存在条件，即 cnx0 C dn ¤ 0; 8n > 0. 这意味着
x0 ¤ �

dn

cn
对任意 n > 0成立. 因此，我们需要求出集合

S D

²
�

dn

cn

W n > 0

³
;

那么数列 .xn/n>0良定义的充要条件是 x0 2 RnS .

要求出一个等交比递推关系定义的数列的通项，我们需要计算定义此递推关系的等

交比函数的关联矩阵的 n次幂.

3.3.1 问题

3.39 设 f .x/ D
4xC1
2xC3

; x 2 R，使得函数

fn.x/ D f ı f ı � � � ı f„ ƒ‚ …
n个

.x/; 8n 2 N;

是良定义的，求 fn.
3.40 设 f W .0; C1/ ! R; f .x/ D

2xC1
xC2
，计算

fn D f ı f ı � � � ı f„ ƒ‚ …
n个

; 8n 2 N:
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3.41 设数列 .xn/n>1定义为

x1 D 1; xnC1 D
2 C xn

1 C xn

; 8n > 1:

证明：数列 .xn/n>1收敛，并求其极限.
3.42 设数列 .xn/n>0定义为

x0 D a > 0; xnC1 D
2xn C 1

2xn C 3
; 8n > 0:

求数列 .xn/n>0的通项，并计算 lim
n!1

xn.

3.43 设 a; x0 2 R，且数列 .xn/n>0定义为

xnC1 D
2axn

xn C a
; 8n > 0:

研究数列 .xn/n>0当 a > 0; x0 > 0时的收敛性.
3.44 设数列 .xn/n>0定义为

x0 > 0; xnC1 D
4

xn C 3
; 8n > 0:

求数列 .xn/n>0的通项，并计算 lim
n!1

xn.

3.45 计算如下定义的数列的极限：

x1 D
1

π2
; xnC1 D

n2xn

xn C n2
; 8n > 1:

3.46 研究如下数列的收敛性：

x0 D RnQ; xnC1 D 1 C
1

xn

; 8n > 0:

3.47 设 a 2 R，研究如下定义的数列的收敛性：

x0 D 1; xnC1xn C a.xnC1 � xn/ C 1 D 0; 8n > 0:

3.48 设数列 .xn/n>0定义为

x0 D 2 且 xnC1 D
2xn C 1

xn C 2
; 8n > 0:

证明：数列 .xn/n>0和 .x0 C x1 C � � � C xn � n/n>0都收敛.
3.49 设实数列 .an/n>1满足递推关系

anC1an C 3anC1 C an C 4 D 0; 8n > 1:
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求所有可能的 a1的值，使得 a2016 6 an对任意 n > 1成立.

3.50 设 A D

�
a b

c d

�
2 M2.Q/满足 bc ¤ 0，且存在 n 2 N; n > 2使得 bncn D 0，其中

An D

�
an bn

cn dn

�
; n 2 N.

(a) 证明：an D dn.

(b) 研究如下定义的数列 .xn/n>0的收敛性：

x0 2 RnQ; xnC1 D
axn C b

cxn C d
; n > 0:

3.51一个特殊的反正切和的数列.
设数列 .xn/n>1定义为

x1 D 1; xn D
xn�1 C n

1 � nxn�1

; n > 2:

证明：

(a) xn D tan
�Pn

kD1 arctan k
�
；

(b) 猜想. 对 n > 5，xn的值不是整数 [3, Conjecture1.2].

注 3.5 [3]中研究了这个数列，且证明了 1 � nxn�1 ¤ 0对 n > 1成立，所以 .xn/n>1

是良定义的. 这个数列的其他一些特殊性质已经远远超出了本书的内容，比如 xn 仅在

n D 3时为 0，xn�1与 xn不可能同时为整数.

3.3.2 解答

3.39 fn.x/ D
.2nC2�5n/xC5n�2n

.2�5n�2nC1/xC2nC1C5n ; n 2 N.
3.40 fn.x/ D

.3nC1/xC3n�1

.3n�1/xC3nC1
; n 2 N.

3.42 xn D
.2C4n/x0C4n�1

2.4n�1/x0C2�4nC1
且 lim

n!1
xn D

1
2
.

3.43 xn D
2nax0

.2n�1/x0Ca
; 8n 2 N，数列 .xn/n>0收敛，且 lim

n!1
xn D a.

3.44 xn D
Œ4nC4.�1/n�x0C4nC1�4.�1/n

Œ4n�.�1/n�x0C4nC1C.�1/n ，且 lim
n!1

xn D 1.

3.45 解法 1. 如果 yn D
1

xn
，则 ynC1 D

1
n2 C yn; 8n > 1，于是

yn D 1 C
1

22
C � � � C

1

n2
C π2; xn D

1

1 C
1
22 C � � � C

1
.n�1/2 C π2

;

因此 lim
n!1

xn D
6

7π2 .
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解法 2. xnC1 D fn.xn/ D fn ı fn�1.xn�1/ D � � � D fn ı fn�1 ı � � � ı f1.x1/，其中

fn.x/ D
n2x

xCn2 . 令 An D

�
n2 0

1 n2

�
，我们有

fn ı fn�1 ı � � � f1.x1/ D
ax1 C b

cx1 C d
;

其中 �
a b

c d

�
D AnAn�1 � � � A1 D .nŠ/2

�
1 0Pn

kD1
1

k2 1

�
:

这意味着

xnC1 D
x1

x1

Pn
kD1

1
k2 C 1

) lim
n!1

xnC1 D
x1

π2

6
x1 C 1

D
6

7π2
:

3.46 xnC1 D
xnC1

xn
; 8n > 0. 于是可得 xn D

FnC1x0CFn

Fnx0CFn�1
; 8n > 1，其中 .Fn/n>0 表示

Fibonacci数列. 计算可知 lim
n!1

xn D
1C

p
5

2
，其中我们用到了

Fn D
1

p
5

"�
1 C

p
5

2

�n

�

�
1 �

p
5

2

�n
#

; n > 0:

3.47 xnC1 D
axn�1
xnCa

) xn D
anx0Cbn

cnx0Cdn
，其中�

an bn

cn dn

�
D

�
a �1

1 a

�n

D .1 C a2/
n
2

�
cos nt � sin nt

sin nt cos nt

�
;

其中 tan t D
1
a
; a ¤ 0. 如果 a D 0，此数列是以 2为周期的，x2nC1 D �1; x2n D 1对任意

n > 0成立. 于是

xn D
cos nt � sin nt

cos nt C sin nt
D

1 � tan nt

1 C tan nt
:

如果 t
π … Q，则集合 ¹tan nt; n 2 Nº 在 R 中稠密，且函数 f .x/ D

1�x
1Cx
的值域为

Rn¹�1º，所以数列 .xn/n2N在 R中稠密.
因为 xn ¤ �a; 8n > 0，所以表达式 xnC1 D

axn�1
xnCa

是良定义的. 否则，如果 xn D �a

对某个 n成立，则 �axnC1 C a.xnC1 C a/ C 1 D 0 ) a2 C 1 D 0，这与 a 2 R矛盾.
3.50 (a)见问题 1.3的解答.

(b)由于 a; b; c; d 2 Q且 x0 2 RnQ，我们得到 xk 2 RnQ; 8k > 0，且 cxk C d ¤ 0.
设函数 f W RnQ ! RnQ定义为 f .x/ D

axCb
cxCd

. 递推关系 xkC1 D f .xk/意味着 xk D

f k.x0/，其中 f k D f ı � � � ıf . 当 k D n时，由 (a)，我们有 an D dn，且我们知道 bncn D 0

意味着（见问题 3.1的解答）bn D cn D 0. 我们得到 xn D
anx0

an
D x0，于是

xnC1 D
axn C b

cxn C d
D

ax0 C b

cx0 C d
D x1; xnC2 D

axnC1 C b

cxnC1 C d
D

ax1 C b

cx1 C d
D x2;
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且 xnCk D xk; 8k 2 N. 这样的数列收敛当且仅当它是常数列，所以

x0 D f .x0/ , x0 D
ax0 C b

cx0 C d
, ax0 C b D cx2

0 C dx0 , cx2
0 C .d � a/x0 � b D 0:

此方程有解

x0 D
a � d ˙

p
.d � a/2 C 4bc

2c
; .d � a/2

C 4bc > 0:

因此，此数列收敛当且仅当 .d � a/2 C 4bc > 0，且 .d � a/2 C 4bc 不是 q2的形式，这里

q 2 Q.
3.51 (a)我们用数学归纳法证明这一部分的问题. 设P.n/表示命题 xn D tan

�Pn
kD1 arctan k

�
.

当 n D 1 时，我们得到 x1 D tan.arctan 1/ D 1，所以 P.1/ 成立. 我们来证明 P.n/ )

P.n C 1/. 我们有

xnC1 D
xn C n C 1

1 � .n C 1/xn

D
tan
�Pn

kD1 arctan k
�

C n C 1

1 � .n C 1/ tan
�Pn

kD1 arctan k
�

D
tan
�Pn

kD1 arctan k
�

C tanŒarctan.n C 1/�

1 � tanŒarctan.n C 1/� tan
�Pn

kD1 arctan k
�

D tan

 
nX

kD1

arctan k C arctan.n C 1/

!

D tan

 
nC1X
kD1

arctan k

!
:

注解与进一步探讨. 我们要提及的是 xn可以用第一类 Stirling数表示. 我们有

xn D fn.xn�1/ D � � � D fn ı fn�1 ı � � � ı f2.x1/ D fn ı fn�1 ı � � � ı f2.1/;

其中 fn.x/ D
xCn

�nxC1
. 令 A D

�
1 n

�n 1

�
，则

fn ı fn�1 ı � � � ı f2.x/ D
anx C bn

cnx C dn

且 fn ı fn�1 ı � � � ı f2.1/ D
an C bn

cn C dn

;

其中

AnAn�1 � � � A2 D

�
an bn

cn dn

�
:

计算可知 An的特征值为 1 ˙ ni，进一步有

An D
1

2

�
1 i
i 1

��
1 C ni 0

0 1 � ni

��
1 �i
�i 1

�
;
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这意味着

AnAn�1 � � � A2 D
1

2

�
1 i
i 1

��
˛ 0

0 ˇ

��
1 �i
�i 1

�
D

1

2

�
˛ C ˇ �˛i C ˇi
˛i � ˇi ˛ C ˇ

�
;

其中

˛ D

nY
kD2

.1 C ki/ 且 ˇ D

nY
kD2

.1 � ki/:

于是

xn D
˛.1 � i/ C ˇ.1 C i/
˛.1 C i/ C ˇ.1 � i/

D
ˇ1 � ˛1

ˇ1 C ˛1

i;

其中

˛1 D

nY
kD1

.1 C ki/ 且 ˇ1 D

nY
kD1

.1 � ki/:

第一类 Stirling数 s.n; k/ [59, p.56]定义为

nY
kD1

.1 C kx/ D

nC1X
kD1

.�x/nC1�ks.n C 1; k/;

这意味着

˛1 D

nC1X
kD1

.�i/nC1�ks.n C 1; k/ 且 ˇ1 D

nC1Y
kD1

inC1�ks.n C 1; k/:

我们分别考虑当 n是偶数和奇数的情形.

n D 2p时，我们有 x2p D

Pp

j D1
.�1/p�j C1s.2pC1;2j /PpC1

j D1
.�1/p�j C1s.2pC1;2j �1/

.

n D 2p � 1时，我们有 x2p�1 D

Pp

j D1
.�1/p�j C1s.2p;2j �1/PpC1

j D1
.�1/p�j s.2p;2j /

.

3.4 二项式矩阵方程

在本节中，我们解决二项式方程 Xn D A，其中 A 2 M2.C/，且整数 n > 2.
定义 3.3 设 A 2 M2.C/，且整数 n > 2，方程 Xn D A; X 2 M2.C/称为二项式矩阵方

程.
一般地，要解决二项式矩阵方程，我们需要接下来的引理中的一些简单性质.

引理 3.2 下列结论成立.

121

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

(a) 如果 X 2 M2.C/，且 det X D 0，则 Xn D Trn�1.X/X; n > 1.

(b) 如果 Xn D A，则矩阵 A与 X 可交换，AX D AAn D AnC1 D AnA D XA.

(c) 如果 A 2 M2.C/; A ¤ aI2; a 2 C，则与 A可交换的矩阵 X 形如 X D ˛A C ˇI2.

(d) 如果 X 2 M2.C/; X D

�
a b

c d

�
，则 X2 � .a C d/X C .ad � bc/I2 D O2.

(e) 如果 X 2 M2.C/，且存在 n > 2，使得 Xn D O2，则 X2 D O2.

(f) 如果 A 2 M2.C/有相异的特征值 �1 ¤ �2，则存在非奇异矩阵 P 使得

P �1AP D

�
�1 0

0 �2

�
:

证 这些性质的证明留给感兴趣的读者作为练习. �

定理 3.4 满足 det A D 0的方程 Xn D A; n > 2; A 2 M2.C/.
设 A 2 M2.C/满足 det A D 0，且整数 n > 2.

(1) 如果 Tr.A/ ¤ 0，则方程 Xn D A在M2.C/中有 n个解为

Xk D
´k

Tr.A/
A;

其中 ´k; k D 1; 2; � � � ; n是方程 ´n D Tr.A/的解.

(2) 如果 Tr.A/ D 0，则：

(a) 如果 A ¤ O2，则对 n > 2，方程 Xn D A在M2.C/中无解.

(b) 如果 A D O2，则方程 Xn D A的解为

Xa;b D

�
a b

�
a2

b
�a

�
; a 2 C; b 2 C� 且 Xc D

�
0 0

c 0

�
; c 2 C:

证 由于 Xn D A，我们得到 det nX D det A D 0 ) det X D 0. 于是由引理 3.2的 (a)，有
Xn D Trn�1.X/X . 我们得到 Trn�1.X/X D A，这意味着 Trn.X/ D Tr.A/.

我们分下面几种情形.

(1) 如果 Tr.A/ ¤ 0，由引理 3.2的 (d)，我们得到 A2 ¤ O2，且方程 Trn.X/ D Tr.A/意味

着 Tr.X/ 2 ¹t1; t2; � � � ; tnº，其中 ti ; i D 1; 2; � � � ; n是方程 ´n D Tr.A/的解.

因此，对 A 2 M2.C/; A2 ¤ O2且 det A D 0，矩阵方程 Xn D A的解为

Xk D
´k

Tr.A/
A;

其中 ´k; k D 1; 2; � � � ; n是方程 ´n D Tr.A/的解.
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(2) 如果 Tr.A/ D 0，则 A2 D O2，且方程 Xn D A意味着 X2n D A2 D O2，结合引理 3.2
的 (e)，说明 X2 D O2.

(a) 如果 A ¤ O2且 A2 D O2，则对 n > 2，方程 Xn D A在M2.C/中无解.
(b) 如果 A D O2，则 Xn D O2意味着 X2 D O2，此方程有解（见问题 1.8）.

Xa;b D

�
a b

�
a2

b
�a

�
; a 2 C; b 2 C� 且 Xc D

�
0 0

c 0

�
; c 2 C:

定理得证. �

例 3.1 我们解方程 X4 D

�
�1 �2

1 2

�
.

设 A D

�
�1 �2

1 2

�
，则 det A D 0; Tr.A/ D 1，且方程 ´4 D 1有解，即四次单位根

¹1; �1; i; �iº. 因此，方程 X4 D A的解为˙A; ˙iA.

例 3.2 现在我们证明，对 n > 2，方程 Xn D

�
0 1

0 0

�
无解.

将方程两边平方，我们有 X2n D O2 ) X2 D O2，且由于 n > 2，我们得到

Xn
D O2 ¤

�
0 1

0 0

�
:

例 3.3 我们来求出矩阵 X D

�
a b

�c �d

�
2 M2.Z/，其中 a; b; c; d 是素数，使得

X2 D O2.
由方程 X2 D O2的一般解，我们得到

Xa;b D

�
a b

�
a2

b
�a

�
;

而条件 a2

b
为素数则说明 a D b.

因此，我们的方程的解为

X D

�
p p

�p �p

�
D p

�
1 1

�1 �1

�
;

其中 p是一个素数.
定理 3.5 方程 Xn D aI2; a 2 C�; n > 2.

设 a 2 C�，且整数 n > 2. 方程 Xn D aI2的解为

X D P

�
ai 0

0 aj

�
P �1;

其中 P 是任意可逆矩阵，且 ai ; i D 1; 2; � � � ; n是方程 ´n D a的解.
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证 首先我们注意到，如果 X 2 M2.C/是方程 Xn D aI2 的一个解，则对任意可逆矩阵

P，矩阵 XP D P �1XP 也是一个解. 这可以通过如下证明

Xn
p D .P �1XP /.P �1XP / � � � .P �1XP / D P �1XnP D P �1aI2P D aI2:

我们分 X 的特征值是相同和不同的两种情形.

如果 X 的特征值是不同的，则由引理 3.2的 (f)，我们有

XP D

�
�1 0

0 �2

�
;

且矩阵方程变为 �
�n

1 0

0 �n
2

�
D

�
a 0

0 a

�
:

这意味着 �1; �2 2 ¹a1; a2; � � � ; anº，其中 ai ; i D 1; 2; � � � ; n是方程 ´n D a的解.

因此，矩阵方程 Xn D aI2的部分解为

X D P

�
ai 0

0 aj

�
P �1;

其中 P 是任意可逆矩阵，且 ai ; i D 1; 2; � � � ; n是方程 ´n D a的解.

如果 X 由相同的特征值 �1 D �2 D �，由引理 3.2的 (d)，我们有 .X � �I2/2 D O2. 如
果 Y D X � �I2，则 X D �I2 C Y，且 Y 2 D O2. 我们有 Xn D �nI2 C n�n�1Y，且方程

Xn D aI2变为 �nI2 C n�n�1Y D aI2，这意味着 n�n�1Y D .a � �n/I2.

由于 a ¤ 0，我们得到 � ¤ 0且 Y 2 D O2，结合 Y D
a��n

n�n�1 I2，可知 a D �n 且

Y D O2. 所以 X D aI2，其中 i D 1; 2; � � � ; n是方程 �n D a的解.

综上所述，方程 Xn D aI2的解为

X D P

�
ai 0

0 aj

�
P �1;

�

其中 P 是任意可逆矩阵，且 ai ; i D 1; 2; � � � ; n是方程 ´n D a的解.

引理 3.3 特殊对角阵的 n次方根.

设 ˛; ˇ 2 C满足 ˛ ¤ ˇ，整数 n > 2. 方程 Xn D

�
˛ 0

0 ˇ

�
的解为 X D

�
a 0

0 d

�
，其

中 a; d 2 C满足 a ¤ d，且 an D ˛; d n D ˇ.
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证 设 X D

�
a b

c d

�
2 M2.C/，使得 Xn D

�
˛ 0

0 ˇ

�
. 由于 X 与

�
˛ 0

0 ˇ

�
可交换，我们得

到 .˛ � ˇ/b D 0且 .˛ � ˇ/c D 0. 由于 ˛ ¤ ˇ，这意味着 b D c D 0. 于是

Xn
D

�
a 0

0 d

�n

D

�
an 0

0 d n

�
D

�
˛ 0

0 ˇ

�
;

引理得证. �

注意. 引理 3.3指出，在特定条件下，一个对角阵的 n次方根是对角阵.
定理 3.6 当 A有不同特征值时的方程 Xn D A.
设矩阵 A 2 M2.C/有不同的特征值，则方程 Xn D A的解为

X D PA

�
˛ 0

0 ˇ

�
P �1

A ;

其中 PA是可逆矩阵，且满足 P �1
A APA D

�
�1 0

0 �2

�
，且 ˛n D �1; ˇn D �2，其中 �1 ¤ �2

是 A的特征值.

证 设 �1 ¤ �2是 A的特征值，且可逆矩阵 PA满足

P �1
A APA D

�
�1 0

0 �2

�
:

我们有

.P �1
A XPA/n

D P �1
A XnPA D P �1

A APA D

�
�1 0

0 �2

�
:

由引理 3.3，矩阵 P �1
A XPA是对角阵，即

P �1
A XPA D

�
˛ 0

0 ˇ

�
:

于是 �
˛ 0

0 ˇ

�n

D

�
�1 0

0 �2

�
;

且这意味着 ˛n D �1; ˇn D �2.
因此，方程的解为

X D PA

�
˛ 0

0 ˇ

�
P �1

A ;

其中 PA 是可逆矩阵，且满足 P �1
A APA D JA，且 ˛n D �1; ˇn D �2，其中 �1 ¤ �2 是 A

的特征值. �

由引理 3.2的 (b)和 (c)可得定理 3.6的另一种证法.
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推论 3.1 反对角矩阵的 n次方根.
设 a; b 2 R满足 ab > 0，整数 n > 2. 方程

Xn
D

�
0 a

b 0

�
在M2.C/中的解为

Xk;j D

2n
p

ab

2

 
"k C �j

a
p

ab
."k � �j /

p
ab
a

."k � �j / "k C �j

!
;

其中 "k D e
2kπ

n
i; k D 0; 1; � � � ; n � 1，是 n 次单位根，而 �j D e

.2j C1/π
n

i; j D

0; 1; � � � ; n � 1，是 �1的 n次方根.

定理 3.7 方程 Xn D A; a ¤ aI2; a 2 C.
设 A 2 M2.C/满足 A ¤ aI2; a 2 C，且整数 n > 2. 设 �1 ¤ �2是 A的特征值，且设

�1; �2 2 C是固定的数，且满足 �n
1 D �1; �n

2 D �2. 方程 Xn D A的解为

X D ˛A C ˇI2;

其中

˛ D
�1"k � �2"p

�1 � �2

且 ˇ D
�2"p�1 � �1"k�2

�1 � �2

; �1 ¤ �2;

其中 "k; "p 是 n次单位根.

证 我们知道满足方程 Xn D A 的矩阵 X 与 A 可交换. 由定理 1.1，这意味着 X D

˛A C ˇI2对某个 ˛; ˇ 2 C成立. 如果 �1; �2是 A的特征值，则X 的特征值是 ˛�1 C ˇ与

˛�2 Cˇ，而Xn的特征值为 .˛�1 Cˇ/n与 .˛�2 Cˇ/n. 方程Xn D A意味着 .˛�1 Cˇ/n D

�1且 .˛�2 C ˇ/n D �2.
�1; �2 2 C满足 �n

1 D �1; �n
2 D �2，上面两个等式说明´

˛�1 C ˇ D �1"k

˛�2 C ˇ D �2"p

;

其中 "k; "p 是 n次单位根. 解此方程组，我们得到 ˛和 ˇ如定理中所给，证毕. �

引理 3.4 Jordan块的 n次方根.

设 � 2 C�，整数 n > 2. 方程 Xn D

�
� 1

0 �

�
2 M2.C/的解为

X D

�
a 1

nan�1

0 a

�
;

其中 a 2 C满足 an D �.

126

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

证 设 X D

�
a b

c d

�
. 由于 X 与

�
� 1

0 �

�
可交换，经过简单计算可得 a D d 且 c D 0. 于

是 X D

�
a b

0 a

�
，且方程

Xn
D

�
an nan�1b

0 an

�
D

�
� 1

0 �

�
意味着 an D �且 nan�1b D 1. �

注意. 引理 3.4指出，在特定的条件下，三角矩阵的 n次方根是三角矩阵.
定理 3.8 当 X 有相同的非零特征值时的方程 Xn D A.

设矩阵 A 2 M2.C/ 有相同的非零特征值，且 A ¤ ˛I2; ˛ 2 C，整数 n > 2. 方程
Xn D A的解为

X D PA

�
a 1

nan�1

0 a

�
P �1

A ;

其中可逆矩阵 PA满足 P �1
A APA D JA，且 a 2 C满足 an D �.

证 这个定理可以通过与定理 3.6中相同的方法证明，再结合引理 3.4即可. �

定理 3.9 一个特殊的二次方程.
设 a; b; c 2 C; a ¤ 0，且设 A 2 M2.C/. 二次方程

aX2
C bX C cI2 D A

可以约化成 Y 2 D B，这里 B 2 M2.C/.

证 方程 aX2 C bX C cI2 D A意味着

X2
C

b

a
X C

c

a
I2 ,

�
X C

b

2a
I2

�2

D
1

a
A C

�
b2

4a2
�

c

a

�
I2:

如果矩阵 Y 和 B 分别为

Y D X C
b

2a
I2 和 B D

1

a
A C

b2 � 4ac

4a2
I2;

则待解的方程就化为了 Y 2 D B . �

下面的定理说明哪些实矩阵有实的平方根.
定理 3.10 [4] 给定矩阵 A 2 M2.R/，存在矩阵 S 2 M2.R/ 使得 S2 D A 当且仅当

det A > 0，且或者 A D �
p

det AI2，或者 Tr.A/ C 2
p

det A > 0.
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3.4.1 二项式方程的一种艺术性，aI2; a 2 R�的实 n次方根.

在本节中，我们在M2.R/中解方程 Xn D aI2，其中 a 2 R�且 n 2 N.
设 X 2 M2.R/是方程 Xn D aI2的一个解.

首先我们考虑 X 的特征值都是实数的情形.

(a) 如果 n是奇数，则 X D n
p

aI2，由于矩阵 X 的 Jordan标准形满足方程 Xn D aI2

是一个对角阵，且其特征值满足方程 �n D a，这个方程的唯一实数解为 � D n
p

a.

(b) 如果 n是偶数且 a > 0，则

X1 D
n
p

aI2; X2 D �
n
p

aI2 且 X3 D
n
p

aP

�
1 0

0 �1

�
P �1;

其中 P 是一个可逆矩阵. 我们注意到 X3 D n
p

aA; A2 D I2. X1 是对应于 X 的特

征值为 �1 D �2 D n
p

a的解，X2 相应于 �1 D �2 D � n
p

a，而 X3 相应于 �1 D n
p

a

和 �2 D � n
p

a.

现在我们考虑 �1; �2 2 CnR的情形.

在这种情形下，�n
1 D �n

2 D a 且 �2 D �1. X 的复标准形是矩阵
�

�1 0

0 �1

�
，

其中 �1 D ˛ C iˇ; ˛; ˇ 2 R; ˇ ¤ 0，且 X 的实标准形为
�

˛ �ˇ

ˇ ˛

�
. 于是 X D

P �1

�
˛ �ˇ

ˇ ˛

�
P，其中 P 2 M2.R/ 是可逆矩阵. 我们得到 X D ˛I2 C ˇB，其中

B 2 M2.R/满足方程 B2 D �I2.

令 P D

�
a b

c d

�
，且设 � D ad � bc ¤ 0，则

P �1

�
˛ �ˇ

ˇ ˛

�
P D ˛I2 C

ˇ

�

�
�.ab C cd/ �.b2 C d 2/

a2 C c2 ab C cd

�
D ˛I2 C ˇB;

其中 B D
1

�

�
�.ab C cd/ �.b2 C d 2/

a2 C c2 ab C cd

�
，且 B2 D �I2.

于是当 X 的特征值属于 CnR时，方程 Xn D aI2的解形如

(a) 当 n 为奇数或者 n 为偶数且 a > 0 时，X D n
p

a
�
cos 2kπ

n
I2 C sin 2kπ

n
B
�
; k 2

¹1; 2; � � � ; n � 1º; B 2 M2.R/满足 B2 D �I2.

(b) 当n为偶数且 a < 0时，X D n
p

�a
�

cos .2kC1/π
n

I2 C sin .2kC1/π
n

B
�
; k 2 ¹1; 2; � � � ; n�

1º; B 2 M2.R/满足 B2 D �I2.

反过来，我们可以证明 (a)和 (b)满足方程 Xn D aI2.
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(a) 我们有

Xn
D a

�
cos

2kπ
n

I2 C sin
2kπ
n

B

�n

D a

nX
j D0

�
n

j

�
sinj 2kπ

n
Bj cosn�j 2kπ

n
I2

D a
X
j D2l

�
n

j

�
sinj 2kπ

n
.�1/lB cosn�j 2kπ

n
I2

C a
X

j D2l�1

�
n

j

�
sinj 2kπ

n
.�1/l�1B cosn�j 2kπ

n
I2

D a<

��
cos

2kπ
n

C i sin
2kπ
n

�n�
I2 C a=

��
cos

2kπ
n

C i sin
2kπ
n

�n�
B

D aI2 C 0B

D aI2

(b) 与前面的情形类似，

Xn
D � a<

��
cos

.2k C 1/π
n

C i sin
.2k C 1/π

n

�n�
I2

� a=

��
cos

.2k C 1/π
n

C i sin
.2k C 1/π

n

�n�
B

D � aŒ.�1/I2 C 0B�

D aI2:

当 a D 1时，我们有下面的推论.

推论 3.2 I2的 n次方根.
方程 Xn D I2在M2.R/中的解形如

X D cos
2kπ
n

I2 C sin
2kπ
n

B; k 2 ¹0; 1; � � � ; n � 1º;

其中 B 2 M2.R/满足 B2 D �I2. 且如果 n是偶数，我们还有解 �I2，以及

X D P

�
1 0

0 �1

�
P �1;

其中 P 是任意一个可逆矩阵.
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注 3.6 注意到如果 X D P

�
1 0

0 �1

�
P �1，则 X2 D I2，所以 X 是对合矩阵. 反过来，如

果 n是偶数，任意对合矩阵 X 都满足方程 Xn D I2. 于是对任意 n，方程 Xn D I2 的解

为

X D cos
2kπ
n

I2 C sin
2kπ
n

B; k D 0; 1; � � � ; n � 1;

其中 B 2 M2.R/满足 BD � I2. 如果 n是偶数，我们还有解 X D A; X 2 M2.R/满足

A2 D I2. 于是由例 1.2可知矩阵 B 形如

B D

�
a b

�
1Ca2

b
�a

�
; a 2 R; b 2 R�:

我们将这些计算结果归结为下面的定理.

定理 3.11 aI2的 n次方根.
矩阵 X 2 M2.R/满足方程 Xn D aI2; a 2 R�当且仅当 X 具有下面的形式：

当 n是奇数，或 n是偶数且 a > 0时，

X D
n
p

a

�
cos

2kπ
n

I2 C sin
2kπ
n

B

�
; k 2 ¹0; 1; � � � ; n � 1º;

B 2 M2.R/满足 B2 D �I2. 当 n是偶数且 a > 0时，我们还有以下解：

X D
n
p

aA; A 2 M2.R/满足A2
D I2:

当 n是偶数且 a < 0时，

X D
n
p

�a

�
cos

.2k C 1/π
n

I2 C sin
.2k C 1/π

n
B

�
; k 2 ¹0; 1; � � � ; n � 1º;

B 2 M2.R/满足 B2 D �I2.

下面的推论给出 �I2的 n次方根.

推论 3.3 �I2的 n次方根.
方程 Xn D �I2在M2.R/中的解具有如下形式：

当 n为奇数时，

X D � cos
2kπ
n

I2 � sin
2kπ
n

B; k 2 ¹0; 1; � � � ; n � 1º;

其中 B 2 M2.R/满足 B2 D �I2.
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当 n为偶数时，

X D cos
.2k C 1/π

n
I2 C sin

.2k C 1/π
n

B; k 2 ¹0; 1; � � � ; n � 1º;

其中 B 2 M2.R/满足 B2 D �I2.

例 3.4 两个矩阵的乘积为零，而它们的 n次幂的和为 I2.
设 n 2 N，我们要求出矩阵 A; B 2 M2.R/使得

AB D O2 且 An
C Bn

D I2:

我们有 An D I2 � Bn ) O2 D AnB D B � BnC1 ) BnC1 � B D O2 ) det B D 0

或 det nB D 1. 类似地，AnC1 D A ) det A D 0或 det nA D 1.
如果 det A ¤ 0 ) A可逆) B D O2 ) An D I2.
如果 det B ¤ 0 ) B 可逆) A D O2 ) Bn D I2.
如果 det A D det B D 0，则 A2 D tAA且 B2 D tBB，其中 tA D Tr.A/; tB D Tr.B/.

方程 An C Bn D I2意味着 tn�1
A A C tn�1

B B D I2.
由于 AnC1 D A，我们得到 .tn

A � 1/A D O2. 如果 tn
A ¤ 1，则 A D O2 ) Bn D I2，这

与 det B D 0矛盾. 因此，tn
A D 1 ) tA D ˙1. 类似地，我们有 tB D ˙1.

如果 tA D tB D 1，我们得到矩阵 A2 D A; B D I2 � A.
如果 tA D 1; tB D �1（这意味着 n是偶数），则 A2 D A; B2 D �B，且我们得到矩

阵 A2 D A; B D A � I2.
如果 tA D �1; tB D 1（这意味着 n是偶数），则 A2 D �A; B2 D B，且我们得到矩

阵 B2 D B; A D B � I2.
如果 tA D tB D �1（这意味着 n是偶数），我们得到矩阵 A2 D �A; B D �A � I2.

3.4.2 问题

3.52二次二项式方程

(a) 设 N0 D ¹0º [ N，求出所有矩阵 A 2 M2.N0/，使得 A2 � 6A C 5I2 D O2.

(b) 设 a; b 2 N0满足 a2 � 4b < 0，证明：方程 A2 � aA C bI2 D O2在M2.N0/中无解.

3.53 给出一个矩阵 A 2 M2.C/的例子，使得它恰好在M2.C/中有两个平方根.

3.54 求出所有的 X 2 M2.R/使得 X2 D

�
6 5

10 11

�
.

3.55 (a)求出所有的矩阵 A 2 M2.R/使得 A2 D

�
1 0

d 2

�
，其中 d D det A.

(b)求出所有的矩阵 A 2 M2.R/使得 A2 D

�
1 0

t 2

�
，其中 t D Tr.A/.
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3.56 是否存在实的 2 � 2矩阵 A使得

A2
D

�
�1 0

0 �1 � "

�
; " > 0‹

3.57 [58, p.140]对怎样的正整数 n，存在矩阵 A 2 M2.Z/，使得 An D I2且 Ak ¤ I2; 0 <

k < n?

3.58 求出所有的矩阵 A 2 M2.R/，使得 AAT D

�
1 1

1 1

�
.

3.59 求出所有的矩阵 A 2 M2.R/，使得 AATA D

�
˛ ˛

˛ ˛

�
，其中 ˛ 2 R.

3.60 [27]设 A 2 M2.R/满足 AAT D

�
a b

b a

�
，其中 a > b > 0. 证明：AAT D ATA当且

仅当 A D

�
˛ ˇ

ˇ ˛

�
或 A D

�
ˇ ˛

˛ ˇ

�
，其中

˛ D
˙

p
a C b ˙

p
a � b

2
且 ˇ D

˙
p

a C b �
p

a � b

2
:

3.61 如果 A 2 M2.Z/满足 A4 D I2，则或者 A2 D I2，或者 A2 D �I2.
3.62 如果 A 2 M2.Z/，且存在 n 2 N; .n; 6/ D 1，使得 An D I2，则 A D I2.

3.63 设 A 2 M2.Q/，且存在 n 2 N使得 An D �I2，证明：或者 A2 D �I2，或者

A3 D �I2.

3.64 M2.Q/中元素的阶.
设 A 2 M2.Q/，且存在 n 2 N使得 An D I2，证明：A12 D I2.

3.65 求出所有的矩阵 A 2 M2.Z/，使得 A3 D

�
5 8

8 13

�
.

3.66 在M2.R/中解方程 X3 D

�
1 �2

2 �3

�
.

3.67 I2的实三次方根.

(a) 求出所有的矩阵 X 2 M2.R/，使得 X3 D I2.

(b) 设 " ¤ 1是一个三次单位根，求出所有的矩阵 X 2 M2.R/，使得 X2 C "X C

"2I2 D O2.

3.68 求出所有的矩阵 A 2 M2.R/，使得 AATA D I2.
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3.69 证明：不存在 A 2 M2.Q/，使得 A4 C 15A2 C 2I2 D O2.
3.70 设 SL2.Z/ D ¹X 2 M2.Z/ W det X D 1º.

(a) 证明：方程 X2 C X�2 D I2在 SL2.Z/中无解.

(b) 证明：方程X2 CX�2 D �I2在 SL2.Z/中有解，并求出集合 ¹Xn CX�n W X2 CX�2 D

�I2; n 2 Nº.

3.71一个有唯一解的五次方程.
证明：对任意 a 2 R，方程

X5
D

�
a 1 � a

1 C a �a

�
在M2.R/中有唯一解.

3.72 设整数 n > 1，且令 A D

�
cos ˛ sin ˛

� sin ˛ cos ˛

�
，求出所有的 ˛ 2 R，使得 An D I2.

3.73旋转矩阵的 n次方根.
设 t 2 .0; π/给定，求出所有的 X 2 M2.R/，使得

Xn
D

�
cos t � sin t

sin t cos t

�
:

3.74 设整数 n > 2，在M2.C/中解方程

Xn
D

�
1 2

2 4

�
:

3.75 在M2.C/中解方程 Xn D

�
1 a

0 1

�
; a 2 C�.

3.76 设 A 2 M2.C/; A ¤ O2 且 det A D 0. 证明：方程 Xn D A; n > 2有解当且仅当

A2 ¤ O2.
3.77 设整数 n > 2，在M2.C/中解方程

Xn
D

�
a b

b a

�
; a; b 2 C; b ¤ 0:

3.78 设 n 2 N; n > 2; a 2 R; b 2 R�，在M2.R/中解方程

Xn
D

�
a b

�b a

�
:

3.79 证明：方程

Xn
D

�
3 �1

0 0

�
; n 2 N; n > 2
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在M2.Q/中无解.

3.80 在M2.Z/中解方程 X3 � 3X D

�
�7 �9

3 2

�
.

3.81 在M2.R/中解方程 X3 C X2 D

�
1 1

1 1

�
.

3.82两个特殊的无解方程.

(a) 证明：方程 A3 � A � I2 D O2在M2.Q/中无解.

(b) 设 n 2 N; n > 2. 证明：方程 An � AC.0; 1/ � I2 D O2 在M2.Q/中无解，其中

C.0; 1/ D

�
0 1

1 0

�
.

3.83二项式矩阵理论的瑰宝.
设整数 n; k > 2，证明：方程 An � AkC.a; b/ � I2 D O2在M2.Q/中无解，其中

C.a; b/ D

�
a b

b a

�
满足 a > 0且 b > 1均为整数.（C.a; b/是问题 3.11中定义的

旋转矩阵）.

3.84一个与行列式和迹有关的矩阵方程.

(a) 在M2.Z/中解方程

X t
C X D

�
2 0

3 2

�
; 其中 t D Tr.X/:

(b) 在M2.Z/中解方程

Xd
C X D

�
2 0

3 2

�
; 其中 d D det X:

3.85 设整数 n > 3，求 X 2 M2.R/，使得

Xn
C Xn�2

D

�
1 �1

�1 1

�
:

3.86 M2.Z/上的两个矩阵方程.

(a) 设 n 2 N，在M2.Z/中解方程 X2nC1 C X D I2.

(b) 设 n 2 N，在M2.Z/中解方程 X2nC1 � X D I2.
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3.87 [41]求出所有的素数 p，使得存在一个不等于 I2 的 2 � 2矩阵 A 2 M2.Z/，满足

Ap C Ap�1 C � � � C A D pI2.
3.88 设 n 2 N，在M2.R/中解方程

A C A3
C � � � C A2n�1

D

�
n n2

0 n

�
:

3.89两个近亲方程.
设整数 m; n > 2，且矩阵 A 2 M2.C/给定. 证明：方程 Xm D A在M2.C/中有解当

且仅当方程 Y n D A在M2.C/中有解.

3.90二次矩阵方程的 Viète公式.
设 A; B 2 M2.C/是两个给定的矩阵，考虑矩阵方程

X2
� AX C B D O2:

证明：如果 X1; X2是此方程的两个解，且 X1 � X2是可逆的，则

Tr.X1 C X2/ D Tr.A/ 且 det.X1X2/ D det B:

3.91矩阵寓乐于M2.Zp/.
设 p是一个素数，证明：

(a)

 
Oa Ob
O0 Oa

!p

D

 
Oa O0
Ob Oa

!p

D OaI2.

(b) 如果 p > 3，则

 
Oa Ob
Ob Oa

!p

D

 
Oa Ob
Ob Oa

!
.

(c) 如果 Oa C Ob ¤ O0，则 Xp D

 
Oa Ob

Oa Ob

!
当且仅当 X D

 
Oa Ob

Oa Ob

!
.

(d) 如果 Oa C Ob D O0; Oa ¤ O0，则方程 Xp D

 
Oa Ob

Oa Ob

!
在M2.Zp/中无解.

(e) 如果 X 2 M2.Zp/满足 det X D O0且 Tr.X/ ¤ O0，则 Xp D X .

(f)

 
O0 Oa
Ob O0

!p

D

 
O0 Oa

pC1
2 Ob

p�1
2

Oa
p�1

2 Ob
pC1

2 O0

!
; p > 3.

(g)
�

Oa Ob

Oa Oa

�p

D

 
Oa Oa

p�1
2 Ob

pC1
2

Oa
pC1

2 Ob
p�1

2 Oa

!
; p > 3.

(h) 如果素数 p > 5，则在M2.Zp/中恰有 p2个矩阵与
�

O1 O2
O3 O4

�
可交换.
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(i) M2.Zp/中的可逆矩阵数目为 .p2 � 1/.p2 � p/.

3.92 (a)在M2.Z5/中解方程 X5 D

�
O0 O1
O2 O0

�
.

(b)设素数 p > 3，证明：方程 Xp D

 
O0 Oa
Ob O0

!
有唯一解

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

X D

 
O0 Oa

Ob O0

!
; 当且仅当 . Oa�1 Ob/

p�1
2 D O1

X D

 
O0 1p � a

1p � b O0

!
; 当且仅当 . Oa�1 Ob/

p�1
2 D �O1

:

3.93壮丽的二项式方程.

(a) [49]在M2.Z5/中解方程

X5
D

�
O4 O2
O4 O1

�
:

(b) 设素数 p > 3，在M2.Zp/中解方程

Xp
D

 
1p � 1 O2
1p � 1 O1

!
:

3.94 设A 2 M2.C/，证明：方程AX �XA D A在M2.C/中有唯一解当且仅当A2 D O2.
3.95两个具有对称元的二项式方程.

(a) 设 A 2 M2.C/，证明：方程 AX � XA D I2在M2.C/中无解.

(b) 证明：如果方程 AX C XA D I2在M2.C/中有解，则或者 A可逆，或者 A2 D O2.

反过来，证明：如果 A可逆，或 A2 D O2，则方程 AX C XA D I2在M2.C/中有解.

3.96 设多项式 P 2 CŒx�的次数为 n，证明下面的叙述是等价的：

(a) 方程 P.X/ D

�
1 1

0 1

�
在M2.C/中有 n个不同的解；

(b) 方程 P.x/ D 1有 n个不同的根.

如果方程的 P.x/ D 1的根不是互异的，结论是否成立?

3.97 设 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/满足 a C d ¤ 0，证明：矩阵 B 2 M2.R/与 A可交换当

且仅当 B 与 A2可交换.
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3.98 设 m; n 2 N，且 A; B 2 M2.R/满足 AmBn D BnAm. 证明：如果 Am 与 Bn 不是形

如 �I2; � 2 R，则 AB D BA.
3.99 设 A; B 2 M2.R/满足 AmB D Am C B; m 2 N，证明：AB D BA.

3.4.3 解答

3.52 (a)如果 A D ˛I2，我们得到 ˛ D 1或 ˛ D 5 ) A D I2或 A D 5I2. 如果 A ¤ ˛I2，

由定理 2.6，我们有 Tr.A/ D 6; det A D 5.

如果 A D

�
a b

c d

�
2 M2.N0/，则 a C d D 6且 ad � bc D 5，于是

A 2

²�
1 0

c 5

�
;

�
1 b

0 5

�
;

�
5 0

c 1

�
;

�
5 b

0 1

�
; b; c 2 N0

³
;

且

A 2

²�
2 3

1 4

�
;

�
4 3

1 2

�
;

�
2 1

3 4

�
;

�
4 1

3 2

�
;

�
3 4

1 3

�
;

�
3 1

4 3

�
;

�
3 2

2 3

�³
:

(b)利用定理 2.6.

3.53 A D

�
1 0

0 0

�
.

3.54 解法一. 可以直接通过计算来解决问题.
解法二. 由于 det 2X D det.X2/ D 16，我们得到 det X D ˙4.
情形一. 如果 det X D 4，由Cayley–Hamilton定理，我们有X2 �Tr.X/X C4I2 D O2，

等式两边取迹，我们有 Tr.X2/�
�

Tr.X/
�2

C4 Tr.I2/ D 0，我们得到 Tr.X/ D ˙5; ˙5X D

X2 C 4I2. 因此

X1;2 D ˙

�
2 1

2 3

�
:

情形二. 如果 det X D �4，那么类似于情形一中的计算，我们得到

X3;4 D ˙
1

3

�
2 5

10 7

�
:

3.55 (a) ˙

�
1 0

2 �
p

2
p

2

�
和˙

�
1 0

2 C
p

2 �
p

2

�
.

(b)
�

1 0

1
p

2

�
;

�
�1 0

1 �
p

2

�
;

�
�1 0

1
p

2

�
以及

�
1 0

1 �
p

2

�
.

3.56 设 B D

�
�1 0

0 �1 � "

�
，且 A 2 M2.R/满足 A2 D B . 由于 A和 B 可交换，我们得

到 A D

�
a 0

0 d

�
. 由于 A2 D

�
a2 0

0 d 2

�
，这意味着 a2 D �1; d 2 D �1 � ". 由于这些方程

没有实根，可知不存在 A 2 M2.R/满足 A2 D B .
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3.57 n的可能值为 2; 3; 4和 6（见 [58, 528–529]）.

3.58 A D

�
cos � sin �

cos � sin �

�
，其中 � 2 R.

3.60 充分性是显然的. 如果 A D

�
˛ ˇ

ˇ ˛

�
或 A D

�
ˇ ˛

˛ ˇ

�
，其中

˛ D
˙

p
a C b ˙

p
a � b

2
且 ˇ D

˙
p

a C b �
p

a � b

2
;

则

AAT
D ATA D

�
˛2 C ˇ2 2˛ˇ

2˛ˇ ˛2 C ˇ2

�
D

�
a b

b a

�
:

现在我们证明必要性. 首先注意到 det.AAT/ D det 2A D a2 � b2 > 0，那么 A是可逆

的. 方程 AAT D

�
a b

b a

�
意味着 AT D A�1

�
a b

b a

�
D A�1.aI2 C bJ /，其中 J D

�
0 1

1 0

�
.

方程 AAT D ATA意味着 AAT D aI2 C bJ D .aA�1 C bA�1J /A D ATA，这反过来说明

bA�1JA D bJ，由于 b ¤ 0，我们得到 JA D AJ . 设 A D

�
x y

u v

�
，由于 JA D AJ，我们

得到 u D y; v D x，所以 A D

�
x y

y x

�
. 我们有

AAT
D

�
x2 C y2 2xy

2xy x2 C y2

�
D

�
a b

b a

�
;

而这意味着 x2 Cy2 D a且 2xy D b. 由于我们得到了一个对称的方程组，显然 x和 y的

值是可以互换的. 将这两个方程相加减，我们得到 .x C y/2 D a C b且 .x � y/2 D a � b，

且我们有

x C y D ˙

p
a C b; x � y D ˙

p
a � b:

因此，

x D
˙

p
a C b ˙

p
a � b

2
; y D

˙
p

a C b �
p

a � b

2
:

3.61 如果 �是 A的特征值，由于 A4 D I2，我们有 �4 D 1，这意味着 � 2 ¹˙1; ˙iº. 设
�1; �2是 A的特征值.
如果 �1 D ˙1，则 �2 D ˙1或 �2 D �1，这两种情形下，都有 A2 D I2.
如果 �1 D i，则 �2 D �i，我们有 A2 D �I2.

3.62 首先注意到 n D 6l C 1或 n D 6l C 5，其中整数 l > 0. 如果 �是 A的特征值，我

们得到 �n D 1 ) � 2
®
cos 2kπ

n
C i sin 2kπ

n
W k D 0; 1; � � � ; n � 1

¯
. 由于 A的特征多项式是

整系数的，则 A的特征值或者都是 1，或者它们是复共轭的.
如果 �1 D �2 D 1，由 Cayley–Hamilton 定理，我们有 .A � I2/2 D O2，于是

I2 D An D .I2 C A � I2/n D I2 C n.A � I2/ ) A D I2.
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如果 A 的特征值是复共轭的，我们设 �1 D cos 2kπ
n

C i sin 2kπ
n
且 �2 D cos 2kπ

n
�

i sin 2kπ
n
，其中 k 2 ¹1; 2; � � � ; n � 1º. 由于 Tr.A/ D �1 C �2 D 2 cos 2kπ

n
2 Z，我们有

2 cos 2kπ
n

2 ¹˙1; 0; ˙2º.
如果 2 cos 2kπ

n
D �1 ) cos 2kπ

n
D cos 2π

3
)

2kπ
n

D
2π
3

) n D 3k，这与 .n; 6/ D 1矛

盾.
如果 2 cos 2kπ

n
D 1 ) cos 2kπ

n
D cos π

3
)

2kπ
n

D
π
3

) n D 6k，这与 .n; 6/ D 1矛盾.
如果 2 cos 2kπ

n
D 0 ) cos 2kπ

n
D cos π

2
)

2kπ
n

D
π
2

) n D 4k，这与 .n; 6/ D 1矛盾.
如果 2 cos 2kπ

n
D 2 ) cos 2kπ

n
D 1，这对 1 6 k 6 n � 1是不可能的.

如果 2 cos 2kπ
n

D �2 ) cos 2kπ
n

D �1 )
2kπ

n
D π ) n D 2k，这与 .n; 6/ D 1矛盾.

3.63 设 fA.x/ D det.A � xI2/ 2 QŒx�是 A的特征多项式，且 �1; �2 是 A的特征值. 如
果 �是 A的特征值，由于 An D �I2，我们有 �n D �1. 由于 fA 2 QŒx�，则或者 A的特征

值都是 �1，且 n是奇数，或者它们是复共轭的.
如果 �1 D �2 D �1，我们有 .A C I2/2 D O2，于是 �I2 D An D .A C I2 � I2/n D

n.A C I2/ � I2 ) A D �I2 ) A3 D �I2.
如果A的特征值是复共轭的，则我们令�1 D cos tCi sin t; �2 D cos t�i sin t; �1; �2 2

CnR. 由于 �n
1 D �1，我们有 cos.nt/ D �1.

另一方面，�1 C �2 D 2 cos t D s 2 Q. 由引理 3.1，我们可知存在一个首一的多项式
Pn 2 ZŒx�，使得 2 cos.nt/ D Pn.2 cos t /. 于是 2 cos t D s 是一个首一的整系数多项式的

有理根，因此 s必是整数. 由于 s 2 Œ�2; 2�，我们得到 s 2 ¹˙1; 0; ˙2º.
如果 2 cos t D 2 ) �1 D �2 D 1，这是不可能的，因为 1n ¤ �1.
如果 2 cos t D �2 ) �1 D � D �1，这就是上面讨论过的情形.
如果 2 cos t D 0 ) A2 C I2 D O2 ) A2 D �I2.
如果 2 cos t D 1 ) Tr.A/ D 2 cos t D 1，且 det A D �1�2 D 1 ) A2 � A C I2 D

O2 ) .A C I2/.A2 � A C I2/ D O2 ) A3 D �I2.
如果 2 cos t D �1 ) A2 CACI2 D O2 ) .A�I2/.A2 CACI2/ D O2 ) A3 D I2，

所以 An 2 ¹I2; A; A2º. 由于 An D �I2，我们得到或者 A D �I2，或者 A2 D �I2，这说明

或者 A3 D �I2，或者 A2 D �I2.
3.64 设 fA.x/ D det.A � xI2/ 2 QŒx�是 A的特征多项式，且 �1; �2 是 A的特征值. 由
于 An D I2，我们有 �n

1 D �n
2 D 1. 则或者 �1; �2都是实数，或者它们是复共轭的.

如果 A的特征值是实的，则 �1; �2 2 ¹�1; 1º.
如果 �1 D �2 D 1，我们有 .A � I2/2 D O2，于是 I2 D An D .I2 C A � I2/n D

I2 C n.A � I2/ ) A D I2 ) A12 D I2.
如果 �1 D �2 D �1，则 n为偶数，且 .A C I2/2 D O2. 于是 I2 D An D Œ�I2 C .A C

I2/�n D I2 � n.A C I2/ ) A D �I2 ) A12 D I2.
如果 �1 D 1; �2 D �1，则 A2 � I2 D O2 ) A2 D I2 ) A12 D I2.
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如果 A 的特征值是复共轭的，我们令 �1;2 D cos ˛ ˙ i sin ˛，且我们有 Tr.A/ D

2 cos ˛ D s 2 Q; cos.n˛/ D 1; det A D �1�2 D 1.

由引理 3.1，存在一个首一多项式 Pn 2 ZŒx�，使得 2 cos.n˛/ D Pn.2 cos ˛/. 因此，
s D 2 cos ˛ 是一个首一的整系数多项式的根，即它是方程 Pn.x/ � 2 D 0的一个解. 因
此，s必为整数，且由于 s 2 Œ�2; 2�，我们有 s 2 ¹˙2; ˙1; 0º.

s D �2或 s D 2的情形意味着 �1 D �2 D �1或 �1 D �2 D 1，这和上面的讨论一

样.

如果 s D �1，则 A2 C A C I2 D O2 ) .A � I2/.A2 C A C I2/ D O2 ) A3 D I2 )

A12 D I2.

如果 s D 1，则 A2 � A C I2 D O2 ) .A C I2/.A2 � A C I2/ D O2 ) A3 D �I2 )

A12 D I2.

如果 s D 0，则 A2 C I2 D O2 ) A2 D �I2 ) A12 D I2.

前面的计算说明M2.Q/ 中矩阵的阶可以是 1; 2; 3; 4; 6. 其中这些矩阵的例子分别

为 A1 D I2，满足 A1
1 D I2；A2 D �I2，满足 A2

2 D I2；A3 D

�
�1 1

�1 0

�
，满足 A3

3 D I2；

A4 D

�
0 �1

1 0

�
，满足 A4

4 D I2；以及 A5 D

�
1 1

�1 0

�
，满足 A6

5 D I2. 这就证明了 GL2.Q/

中矩阵的阶为 1; 2; 3; 4; 6.

对矩阵 A的元均为整数的情形，见 [58, Problem 7.7.7, p.145].

3.65 由于 det 3A D det.A3/ D 1，我们得到 det A D 1. 另一方面，Cayley–Hamilton定理
意味着 A2 D Tr.A/A � I2，于是 A3 D Tr.A/A2 � A D

�
Tr2.A/ � 1

�
� Tr.A/I2. 在等式两

边取迹，我们有 18 D Tr.A3/ D Tr3.A/ � 3 Tr.A/，因此 Tr.A/ D 3且 A D

�
1 1

1 2

�
.

3.66 由于 det 3X D 1，我们得到 det X D 1. 如果 t D Tr.A/，则 Cayley–Hamilton定理意
味着 X2 � tX C I2 D O2且 X3 D tX2 � X D .t2 � 1/X � tI2. 在这个等式两边取迹，我
们有 t3 � 3t C 2 D 0，这说明 t 2 ¹�2; 1º.

如果 t D 1，我们得到 X3 D �I2，这是不可能的，因为 X3 D

�
1 �2

2 �3

�
.

如果 t D �2，由于 3X C 2I2 D X3 D

�
1 �2

2 �3

�
，我们得到 X D

1

3

�
�1 �2

2 �5

�
.

3.67 (a) 设 X D

�
a b

c d

�
，由于 X3 D I2，通过取行列式，我们得到 det X D 1. 由

Cayley–Hamilton 定理，我们有 X2 D .a C d/X � I2，于是 X3 D .a C d/X2 � X D
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.a C d/2X � .a C d/I2 � X D I2. 因此，Œ.a C d/2 � 1�X D .1 C a C d/I2反过来说明8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

Œ.a C d/2
� 1�a D 1 C a C d

Œ.a C d/2
� 1�b D 0

Œ.a C d/2
� 1�c D 0

Œ.a C d/2
� 1�d D 1 C a C d

:

将第一个式子与最后一个式子相加，我们得到 t3 � 3t � 2 D 0，其中 t D a C d，此方程

的解为 t1 D t2 D �1; t3 D 2.
如果 a C d D �1，则

X D

�
a b

c �1 � a

�
; a 2 R; bc D �1 � a � a2:

如果 a C d D 2，则 a D d D 1; b D c D 0，这意味着 X D I2.
(b)由于 X2 C "X C "2I2 D O2，我们得到 X3 D I2，由 (a)，我们得到 X D I2.

3.68 我们有 A�1 D AAT，且由于 AAT 是对称矩阵，我们得到 A也是对称矩阵. 待求的
方程变为 A3 D I2，由于 A是对称矩阵，我们得到 A D I2.

3.71 如果 A D

�
a 1 � a

1 C a �a

�
，则 det 5X D det A D �1，所以 det X D �1. 令

t D Tr.X/，由 Cayley–Hamilton 定理，我们有 X2 � tX � I2 D O2; X3 D tX2 C X D

.t2 C 1/X C tI2，且 X5 D X2X3 D .t4 C 3t2 C 1/X C .t3 C 2t/I2. 等式两边取迹，且利
用 X5 D A，我们得到 .t4 C 3t2 C 1/t C 2.t3 C 2t/ D 0 , t5 C 5t3 C 5t D 0，此方程的唯

一实数解为 t D 0，这意味着 X2 D I2且 X D X5 D A.

3.72 由于 An D

�
cos n˛ sin n˛

� sin n˛ cos n˛

�
，我们得到 cos n˛ D 1 且 sin n˛ D 0. 这意味着

n˛ D 2kπ; k 2 Z且 n˛ D mπ; m 2 Z. 因此 2k D m且 ˛ D
2kπ

n
; k 2 Z.

3.73 设

A D

�
cos t � sin t

sin t cos t

�
以及 X D

�
a b

c d

�
:

我们有 XnC1 D AX D XA，而这意味着´
b sin t D �c sin t

� a sin t D �d sin t

sin t¤0
(HH)

´
a D d

b C c D 0
;

所以 X D

�
a �b

b a

�
. 由于 Xn D A，我们得到 det nX D det A D 1，这意味着 det X 2

¹˙1º , a2 C b2 2 ¹˙1º，所以 a2 C b2 D 1. 存在 x 2 R使得 a D cos x 且 y D sin x，这

意味着

X D

�
cos x � sin x

sin x cos x

�
且 Xn

D

�
cos nx � sin nx

sin nx cos nx

�
D

�
cos t � sin t

sin t cos t

�
:
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所以 nx D t C 2kπ; k 2 Z，原方程有 n个解

Xk D

�
cos xk � sin xk

sin xk cos xk

�
; xk D

t C 2kπ
n

; k D 0; 1; � � � ; n � 1:

3.74 令 A D

�
1 2

2 4

�
，方程 Xn D A意味着 det X D 0，而这反过来又意味着 tn�1X D

A，其中 t D Tr.A/. 在这个等式两边取迹，我们得到 tn D 5. 此方程的解为 tk D

n
p

5
�
cos 2kπ

n
C i sin 2kπ

n

�
; k D 0; 1; � � � ; n � 1. 因此，Xk D

1

tn�1
k

A; k D 0; 1; � � � ; n � 1，是原

矩阵方程的 n个解.

3.75 如果 A D

�
1 a

0 1

�
，由于 AX D XA，我们得到 X D

�
˛ ˇ

0 ˛

�
，进一步有

Xn
D

�
˛n n˛n�1ˇ

0 ˛n

�
D

�
1 a

0 1

�
;

所以 ˛n D 1且 n˛n�1ˇ D a. 于是

˛ D "k D cos
2kπ
n

C i sin
2kπ
n

且 ˇk D
a"k

n
; k D 0; 1; � � � ; n � 1:

原方程的 n个解为

Xk D

�
"k

a"k

n

0 "k

�
; k D 0; 1; � � � ; n � 1:

3.76 首先我们证明必要性. 我们有 Xn D A ) det X D 0 ) Xn D tn�1X，其中

t D Tr.X/. 因此，tn�1X D A. 假定A2 D O2，则 t D 0且 tn�1X D A D O2，这与A ¤ O2

矛盾.
现在我们来证明充分性. 解方程 Xn D A，我们得到 det X D 0 ) Xn D tn�1X，其

中 t D Tr.X/，且由于 X2 ¤ O2，我们有 t ¤ 0. 于是 tn�1X D A，通过取迹，我们得到

tn D Tr.A/. 由于 A2 ¤ O2，则 Tr.A/ ¤ 0. 我们得到矩阵方程的解为 Xk D
tk

Tr.A/
A; k D

0; 1; � � � ; n � 1，其中 tk 是方程 tn D Tr.A/的解.

3.77 设 A D

�
a b

b a

�
. 由于 XnC1 D XnX D XXn，我们得到 AX D XA，由于 b ¤ 0，这

意味着 X D

�
x y

y x

�
. 直接计算可得

Xn
D

�
.xCy/nC.x�y/n

2

.xCy/n�.x�y/n

2
.xCy/n�.x�y/n

2

.xCy/nC.x�y/n

2

�
:

方程 Xn D A意味着´
.x C y/n

C .x � y/n
D 2a

.x C y/n
� .x � y/n

D 2b
)

´
.x C y/n

D a C b

.x � y/n
D a � b

:
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此方程组的解为 x D
˛Cˇ

2
; y D

˛�ˇ

2
，其中 ˛; ˇ 2 C满足 ˛n D a C b; ˇn D a � b. 因此

X D

�
˛Cˇ

2

˛�ˇ

2
˛�ˇ

2

˛Cˇ

2

�
:

此矩阵方程在M2.C/中有 n2个解.

3.78 注意到 A D

�
a b

�b a

�
D

p
a2 C b2

�
cos t sin t

� sin t sin t

�
，见问题 3.73的解答.

3.79 令 A D

�
3 �1

0 0

�
. 通过反证法，我们假定存在 X 2 M2.Q/使得 Xn D A; n > 2. 这

意味着 det X D 0 ) Xn D tn�1X，其中 t D Tr.X/. 矩阵方程变为 tn�1X D A，通过在这

个等式两边取迹，我们得到 tn D 3，然而此方程是没有有理根的.

3.80 令 A D

�
�7 �9

3 2

�
; t D Tr.X/ 2 Z，且设 d D det X 2 Z. Cayley–Hamilton

定理意味着 X2 � tX C dI2 D O2，于是 X3 � 3X D .t2 � d � 3/X � tdI2. 因此，
A D .t2 � d � 3/X � tdI2，在这个等式两边取迹，我们得到 .t2 � d � 3/t � 2td D �5 ,

t.t2 � 3d � 3/ D �5，这说明 t 2 ¹�5; �1; 1; 5º.
如果 t D �5，我们得到 d D 7，这意味着 X … M2.Z/.

如果 t D 1，我们有 d D 1，且 X D

�
2 3

�1 �1

�
2 M2.Z/.

t D �1和 t D 5的情形将得到 d … Z.

因此，原三次矩阵方程的唯一解为 X D

�
2 3

�1 �1

�
.

3.81 令 A D

�
1 1

1 1

�
，且设 X 2 M2.R/ 满足 X3 C X2 D A. 我们有 AX D XA D

X4 C X3，这说明 X D

�
x y

y x

�
; x; y 2 R. 直接计算可得´
x3

C 3xy2
C x2

C y2
D 1

3x2y C y3
C 2xy D 1

:

将这两个方程相减，我们得到 .x � y/2.x � y C 1/ D 0，于是 x D y 或 x D y � 1. 我们
得到方程的解为

X1 D
1

2

�
1 1

1 1

�
以及 X2 D

�
0 1

1 0

�
:

3.82 (a)设 �1; �2是 A的特征值，我们应用定理 2.11，首先考虑 �1; �2 2 Q中的情形.

如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则A3�A�I2 D O2意味着 J 3

A�JA�I2 D O2 ) �3
i ��i �1 D

0; i D 1; 2. 然而，方程 x3 � x � 1 D 0没有有理根.

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
; � 2 Q，则 J 3

A � JA � I2 D O2 意味着 �3 � � � 1 D 0 且

3�2 � 1 D 0，此方程没有有理根.
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现在我们考虑当 �1; �2 2 CnQ的情形，�1 D ˛ C
p

ˇ; �2 D ˛ �
p

ˇ; ˛ 2 Q; ˇ 2 Q�.

设 JA D

�
˛ 1

ˇ ˛

�
是A的有理标准形，方程 J 3

A�JA�I2 D O2意味着 ˛3C3˛ˇ�˛�1 D 0

且 3˛2 C ˇ � 1 D 0. 于是 8˛3 � 2˛ C 1 D 0，这个方程也没有有理根.
(b)见问题 3.83的解答.

3.83 不失一般性，我们考虑 n > k. 我们有 Ak
�
An�k � C.a; b/

�
D I2，这说明 Ak

与 An�k � C.a; b/ 互为逆矩阵，因此它们是可交换的. 于是
�
An�k � C.a; b/

�
Ak D I2，

这意味着 AkC.a; b/ D C.a; b/Ak . 计算可得 Ak D

�
x y

y x

�
; x; y 2 Q. 我们有 Ak D

˛kA C ˇkI2; ˛k; ˇk 2 Q. 我们分 ˛k D 0和 ˛k ¤ 0的情形.
如果 ˛k D 0，则 Ak D ˇkI2 D C.x; y/ ) ˇk D x 且 y D 0，所以 Ak D xI2. 注意到

x ¤ 0，否则Ak D O2，与A可逆是矛盾的. 由于Ak D xI2，方程An�AkC.a; b/�I2 D O2

意味着 An�k D C
�
a C

1
x
; b
�
. 由于 A与 C

�
a C

1
x
; b
�
可交换，且 b ¤ 0，我们得到 A也

是一个旋转矩阵. 设 A D C.u; v/，方程 Ak D xI2 意味着 .u C v/k C .u � v/k D 2x 且

.u C v/k � .u � v/k D 0. 如果 u C v D 0，我们得到 A D C.u; �u/是不可逆的. 因此
u C v ¤ 0，方程 .u C v/k � .u � v/k D 0意味着 u � v D ˙.u C v/.
如果 u � v D u C v，则 v D 0 ) A D uI2 ) An�k D un�kI2 D C

�
a C

1
x
; b
�
，这与

b ¤ 0矛盾.
如果 u � v D �u � v，则 u D 0 ) A D C.0; v/，方程 Ak D xI2意味着 k是偶数，且

x D vk > 0. 另一方面，

C

�
a C

1

x
; b

�
D An�k

D

´
vn�kC.0; 1/; 如果 n为奇数

vn�kI2; 如果 n为偶数
:

如果 n为奇数，则我们有 a C
1
x

D 0 ) x D �
1
a

< 0，这与 x > 0矛盾.
如果 n为偶数，则 b D 0，这是不可能的.
如果 ˛k ¤ 0，我们有 A D

1
˛k

.Ak � ˇkI2/ D
1

˛k

�
C.x; y/ � ˇkI2

�
. 因此，A是一个旋

转矩阵. 设 A D C.�; ı/; �; ı 2 Q. 令

tk D
.� C ı/k C .� � ı/k

2
以及 wk D

.� C ı/k � .� � ı/k

2
:

方程An �AkC.a; b/�I2 D O2意味着 tn �atk �bwk �1 D 0且wn �byk �awk D 0.
将这两个式子相加，我们得到 .� C ı/n � .a C b/.� � ı/k � 1 D 0. 然而，此方程是没有有
理根的.

3.84 (a)令 A D

�
2 0

3 2

�
，且设 X 2 M2.Z/是矩阵方程 X t C X D A的一个解，其中

t D Tr.X/. 由于 X 与 A可交换，通过计算可知 X D

�
x 0

u x

�
; x; u 2 Z.
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另一方面，Xk D

�
xk 0

kxk�1u xk

�
; k 2 Z，这意味着

X t
C X D

�
xt C x 0

txt�1u C u xt C x

�
D

�
2 0

3 2

�
:

我们得到方程 xt C x D 2和 txt�1u C u D 3，其中 t D Tr.X/ D 2x.

通过计算可知 x D u D 1，因此 X D

�
1 0

1 1

�
.

(b)与 (a)中一样，我们得到方程 xd C x D 2和 dxd�1u C u D 3，其中 d D x2，而这

意味着方程 Xd C X D A是无解的.

3.85 设 X D

�
a b

c d

�
是原方程的一个解，我们有

Xn
C Xn�2

D Xn�2.X C iI2/.X � iI2/;

于是有 det X D 0或 det.X C iI2/ D 0或 det.X � iI2/ D 0.
如果 det.X C iI2/ D 0，我们得到 .a C i/.d C i/ � bc D 0 ) ad � bc � 1 D 0且

a C d D 0. 我们有 d D �a; bc D �1 � a2，通过计算可得

X2
D

�
a2 C bc b.a C d/

c.a C d/ d 2 C bc

�
D

�
�1 0

0 �1

�
D �I2;

且这意味着 Xn�2.X2 C I2/ D O2，矛盾.
通过类似的分析，我们得到 det.X � iI2/ D 0的情形也会得出矛盾.
现在我们研究 det X D 0的情形. Cayley–Hamilton定理意味着 X2 D .a C d/X )

Xk D .a C d/k�1X; 8k > 1. 因此，

Xn
C Xn�2

D
�
.a C d/n�1

C .a C d/n�3
�
X D

�
1 �1

�1 1

�
:

设 a C d D t，于是由上述方程可得8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

a.tn�1
C tn�3/ D 1

b.tn�1
C tn�3/ D �1

c.tn�1
C tn�3/ D �1

d.tn�1
C tn�3/ D 1

:

将第一个式子与最后一个式子相加，我们得到 tn C tn�2 � 2 D 0.
设 f W R ! R; f .x/ D xn C xn�2 � 2，则 f 0.x/ D xn�3.nx2 C n � 2/.
我们分别讨论 n为偶数和奇数的情形.

145

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

如果 n为偶数，我们有

f 0.x/

´
> 0; x 2 .0; C1/

< 0; x 2 .�1; 0/
:

由于 f .�1/ D f .1/ D 0，我们得到 �1和 1是方程 f .x/ D 0的所有实根. 通过计算可
得

t D 1 ) X1 D
1

2

�
1 �1

�1 1

�
;

且

t D �1 ) X2 D �
1

2

�
1 �1

�1 1

�
:

如果 n为奇数，我们有 f 0.x/ > 0对所有的 x ¤ 0成立，1是方程 f .x/ D 0的唯一实

根，这意味着原矩阵方程的唯一解为

X D
1

2

�
1 �1

�1 1

�
:

3.86 (a)此方程有解当且仅当 n D 3k C 2; k > 0，此时，方程等价于 X2 � X C I2 D O2.
(b)此方程在M2.Z/中无解.

3.87 满足条件的素数只有 2和 3（见 [46]）.

3.88 A D

�
0 1

1 1

�
.

3.89 我们来证明，方程 Xm D A在M2.C/中有解当且仅当 A2 ¤ O2 或 A D O2（这个

条件对方程 Y n D A也成立）. 设 JA 是 A的 Jordan标准形，且设可逆矩阵 P 2 M2.C/

满足 A D PJAP �1. 设 X 2 M2.C/是方程 Xm D A的一个解，令 X1 D P �1XP . 矩阵方
程 Xm D A变为 Xm

1 D JA.

如果矩阵 JA是对角阵，即 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，显然方程有一个解 X1 D

�
�1 0

0 �2

�
，其

中 �m
1 D �1且 �m

2 D �2.

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则 X1 与 JA 可交换，X1 D

�
a b

0 a

�
，且 Xm

1 D

�
am mam�1b

0 am

�
.

我们得到方程 am D �且 mam�1b D 1，此方程组有解当且仅当 � ¤ 0，而当 � D 0时方

程组无解. 因此，方程Xm D A无解的情形只有一种 JA D

�
0 1

0 0

�
，这就相应于A2 D O2

且 A ¤ O2的情形.
3.90 由于X1和X2都是方程的解，我们得到X2

1 �AX1 CB D O2; X2
2 �AX2 CB D O2，

将这两个式子相减，我们得到 X2
1 � X2

2 D A.X1 � X2/. 设 Y D X1 � X2，我们得到

A D .X2
1 � X2

2 /Y �1. 令 Z D YX2Y �1，由于 Tr.X2/ D Tr.Z/，我们有

Tr.X1 C X2/ D Tr.X1/ C Tr.X2/
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D Tr.X1/ C Tr.Z/ D Tr.X1 C Z/

D Tr
�
.X1Y C YX2/Y �1

�
D Tr

�
.X2

1 � X1X2 C X1X2 � X2
2 /Y �1

�
D Tr

�
.X2

1 � X2
2 /Y �1

�
D Tr.A/:

另一方面，

B D AX1 � X2
1

D .X2
1 � X2

2 /Y �1X1 � X2
1

D .X2
1 � X2

2 � X1Y /Y �1X1

D .X2
1 � X2

2 � X2
1 C X1X2/Y �1X1

D .X1 � X2/X2Y �1X1

D YX2Y �1X1;

取行列式，我们得到 det B D det.X1X2/.

3.91 (a)令 B D

�
O0 O1
O0 O0

�
，注意到 B2 D O2，我们有

 
Oa Ob
O0 Oa

!p

D . OaI2 C ObB/p
D OapI2 C ObpBp

D OaI2:

(b)令 p D 2k C 1; k > 1，且 J D

�
O0 O1
O1 O0

�
. 注意到 J 2 D I2，且 J p D J 2kJ D J，我

们有  
Oa Ob
Ob Oa

!p

D . OaI2 C ObJ /p
D OapI2 C ObpJ p

D OaI2 C ObJ:

(c)方程 Xp D

 
Oa Ob

Oa Ob

!
意味着 det pX D O0 ) det X D O0. 于是由 Cayley–Hamilton

定理可得 X2 D OtX，其中 Ot D Tr.X/. 这意味着 Xp D Otp�1X D X ) X D

 
Oa Ob

Oa Ob

!
.

反过来，如果 X D

 
Oa Ob

Oa Ob

!
，则 det X D O0且 Tr.X/ D Oa C Ob ¤ O0，于是 X2 D OtX )

Otp�1X D X .

(d)方程 Xp D

 
Oa Ob

Oa Ob

!
意味着 det pX D O0 ) det X D O0. 由于 Tr.X/ D Oa C Ob D O0，

由 Cayley–Hamilton定理可得 X2 D O2. 于是 Xp D O2，这与 Oa ¤ 0矛盾.
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(e)设 Ot D Tr.X/. 如果 X 2 M2.Zp/满足 det X D O0且 Tr.X/ ¤ O0，则 X2 D OtX，这

意味着 Xp D Otp�1X D X .

(f)令 X D

 
O0 Oa
Ob O0

!
，并注意到 X2 D Oa ObI2，则

Xp
D .X2/

p�1
2 X D

�
Oa Ob
�p�1

2

X D

 
O0 Oa

pC1
2 Ob

p�1
2

Oa
p�1

2 Ob
pC1

2 O0

!

(g)令 Y D

 
O0 Ob

Oa O0

!
，由 (f)，我们有

�
Oa Ob

Oa Oa

�p

D . OaI2 C Y /p
D OapI2 C Y p

D OaI2 C

 
O0 Oa

p�1
2 Ob

pC1
2

Oa
pC1

2 Ob
p�1

2 O0

!
:

(i)矩阵的第一行恰有 p2 � 1种选择使得其非零，那么第二行只要不和第一行成比

例即可，因此有 p2 � p种可能，于是在M2.Zp/中有 .p2 � 1/.p2 � p/个可逆矩阵.

3.92 (a)令 A D

�
O0 O1
O2 O0

�
. 由于 X 与 A可交换，我们得到 X D

 
Oa Ob

O2 Ob Oa

!
D OaI2 C ObA. 通

过计算可得 A5 D

�
O0 O4
O3 O0

�
D O4A. 由二项式定理可得

X5
D . OaI2 C ObA/5

D Oa5I2 C Ob5A5
D OaI2 C O4 ObA D

 
Oa O4 Ob

O3 Ob Oa

!
D

�
O0 O1
O2 O0

�
:

于是可得 Oa D O0; Ob D O4. 因此，X D O4A D

�
O0 O4
O3 O0

�
.

(b)令 A D

 
O0 Oa
Ob O0

!
. 由于 X 与 A可交换，我们有

X D

�
Ox Oy

Oa�1 Ob Oy Ox

�
D OxI2 C Oy

 
O0 O1

Oa�1 Ob O0

!
D OxI2 C OyB;

其中 B D

 
O0 O1

Oa�1 Ob O0

!
. 通过计算可得 B2 D ˛I2，其中 ˛ D Oa�1 Ob.

令 p D 2k C 1; k > 1，则 Bp D B2kB D ˛kB D

�
Oa�1 Ob

�p�1
2

B .

我们有

Xp
D . OxI2 C OyB/p

D OxpI2 C OypBp
D OxI2 C Oy

�
Oa�1 Ob

�p�1
2

B;
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于是 0B@ Ox Oy
�

Oa�1 Ob
�p�1

2

Oy
�

Oa�1 Ob
�pC1

2

Ox

1CA D

 
O0 Oa
Ob O0

!
:

因此，Ox D O0; Oy
�

Oa�1 Ob
�p�1

2

D Oa，且 Oy
�

Oa�1 Ob
�pC1

2

D Ob. 这两个等式意味着 Oy2 D Oa2 ) Oy D

Oa或 Oy D �Oa.

如果 Oy D Oa，我们得到
�

Oa�1 Ob
�p�1

2

D O1且 X D OaB D

 
O0 Oa
Ob O0

!
.

如果 Oy D �Oa，我们得到
�

Oa�1 Ob
�p�1

2

D �O1，且

X D �OaB D

 
O0 �Oa

� Ob O0

!
D

 
O0 1p � a

1p � b O0

!
:

必要性则是显然的.

3.93 (a)解法一. 令 A D

�
O4 O1
O4 O1

�
. 由于 X 与 A可交换，通过计算可得

X D

 
Oa Ob

O2 Ob Oa C Ob

!
D OaI2 C ObB;

其中 B D

�
O0 O1
O2 O1

�
. 容易验证 B5 D B，由二项式定理，我们有

X5
D

�
OaI2 C ObB

�5

D Oa5I2 C Ob5B5

D Oa5I2 C Ob5B D

 
Oa5 Ob5

O2 Ob5 Oa5 C Ob5

!
D

 
Oa Ob

O2 Ob Oa C Ob

!
:

因此，Oa D O4; Ob D O2，且 X D A是方程的唯一解.

解法二. 令 A D

�
O4 O1
O4 O1

�
. 由于 Tr.A/ D O0; det A D O1，由 Cayley–Hamilton定理，我们

有 A2 C O1I2 D O2 ) A2 D O4I2，这意味着 A5 D A.
设 Y 2 M2.Z5/满足 X D Y C A. 首先我们注意到 Y 与 A可交换，我们有 X6 D

AX D A.Y C A/ D AY C A2且 X6 D XA D .Y C A/A D YA C A2，于是 AY D YA. 由
二项式定理可得

X5
D .Y C A/5

D Y 5
C A5

D Y 5
C A D A ) Y 5

D O2 ) Y 2
D O2:
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由于与 A可交换的矩阵形如  
Oa Ob

O2 Ob Oa C Ob

!
;

而 Y 与 A可交换，我们可得存在 Oa; Ob 2 Z5使得

Y D

 
Oa Ob

O2 Ob Oa C Ob

!
:

方程 Y 2 D O2意味着 0@ Oa2 C O2 Ob2 Ob
�

Ob C O2 Oa
�

O2 Ob
�

Ob C O2 Oa
�

O2 Ob2 C

�
Oa C Ob

�2

1A D O2:

通过计算可知 Oa D Ob D O0，这意味着 Y D O2. 因此，矩阵方程 X5 D A的唯一解为

X D A.
解法三. 令 Ot D Tr.X/; Od D det X . 由于 X5 D A，我们得到 Od 5 D O1 ) Od D 1. 我们

分下面的两种情形.

Tr.X/ D O0. 由 Cayley–Hamilton定理，我们有 X2 C O1I2 D O2 ) X2 D O4I2 ) X4 D

O1I2 ) X5 D X . 因此，X D A是方程的唯一解.

Tr.X/ ¤ O0. Cayley–Hamilton 定理说明 X2 D OtX C O4I2 ) X4 D

�
Ot3 C O3Ot

�
X C�

O4Ot2 C O1
�
I2 ) X5 D

�
Ot4 C O2Ot2 C O1

�
X C

�
O4Ot3 C O2Ot

�
I2. 这意味着

�
Ot4 C O2Ot2 C O1

�
X C�

O4Ot3 C O2Ot
�
I2 D A. 等式两边取迹，我们得到

�
Ot4

C O2Ot2
C O1

�
Ot C O2

�
O4Ot3

C O2Ot
�

D O0 ) Ot5
D O0:

这意味着 Ot D O0，这是不可能的.

因此，方程 X5 D A的唯一解为 X D A.
(b)此方程的唯一解为8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:

X D

 1p � 1 O2

1p � 1 O1

!
; 如果 p � 1 mod 4

X D

 
O1 1p � 2

O1 1p � 1

!
; 如果 p � 3 mod 4

:
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令 A D

 
1p � 1 O2
1p � 1 O1

!
. 由于 Tr.A/ D O0; det A D O1，由 Cayley–Hamilton定理，我们有

A2 D �O1I2 D 1p � 1I2. 令 p D 2k C 1; k > 1，我们有

Ap
D A2kA D 1p � 1kA D 1p � 1

p�1
2 A D ǪA;

其中 Ǫ D 1p � 1
p�1

2 . 另一方面，

. ǪA/p
D Ǫ

pAp
D ǪAp

D Ǫ
2A D 1p � 1p�1A D A:

由于 X 与 A可交换，通过计算可得

X D

 
Oa Ob

bp�1

2
Ob Oa C Ob

!
:

设 Y 2 M2.Zp/ 满足 X D Y C ǪA. 首先我们注意到 Y 与 A 可交换. 我们有
XpC1 D XpX D AX D A.Y C ǪA/ D AY C ǪA2，且 XpC1 D XXp D XA D

.Y C ǪA/A D YA C ǪA2，这些就说明 AY D YA.
我们利用二项式定理可得

Xp
D .Y C ǪA/p

D Y p
C . ǪA/p

D Y p
C A D A ) Y p

D O2 ) Y 2
D O2:

由于 Y 与 A可交换，我们设 Y D

 
Oa Ob

bp�1

2
Ob Oa C Ob

!
. 通过计算可得

Y 2
D

0@ Oa2 C
bp�1

2
Ob2 Ob

�
O2 Oa C Ob

�
bp�1

2
Ob
�

O2 Oa C Ob
� bp�1

2
Ob2 C . Oa C Ob/2

1A:

由于 Y 2 D O2，我们得到 Oa2 C
bp�1

2
Ob2 D O0且 Ob

�
O2 Oa C Ob

�
D O0. 方程 Ob

�
O2 Oa C Ob

�
D O0意味

着 Ob D O0或 O2 Oa C Ob D O0.
如果 Ob D O0，我们得到第一个方程为 Oa D O0，所以 Y D O2.
如果 Ob D �O2 Oa D 1p � 2 Oa，第一个方程则意味着 Oa2

�
O1 C

bp�1

2
1p � 22

�
D O0 ) 1p � 1 Oa2 D

O0 ) Oa D O0 ) Y D O2.
因此，矩阵方程的解为 X D 1p � 1

p�1
2 A. 如果 p D 4i C 1，我们有1p � 1

p�1
2 D O1，所

以 X D A. 如果 p D 4i C 3，则1p � 1
p�1

2 D 1p � 1，所以 X D 1p � 1A D

 
O1 1p � 2
O1 1p � 1

!
.

3.94 首先我们证明，如果方程AX�XA D A有解，则A2 D O2. 我们有Tr.A/ D Tr.AX�

XA/ D 0且Tr.A2/ D TrŒA.AX�XA/� D Tr.A2X/�Tr.AXA/ D Tr.AXA/�Tr.AXA/ D 0.
由问题 2.88，可知 A是幂零矩阵，必要性成立.
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现在我们证明，如果 A2 D O2，则方程 AX � XA D A 在 M2.C/ 中有解. 设

A D

�
a b

c d

�
满足 A2 D O2. 通过计算可得（见问题 1.8）A1 D

�
0 0

c 0

�
; c 2 C，或

A2 D

�
a b

�
a2

b
�a

�
; a; b 2 C; b ¤ 0.

如果 A D A1，则方程 AX � XA D A有解 X1 D

�
1 0

0 0

�
；如果 A D A2，则方程有解

X2 D

�
0 0
a
b

1

�
.

3.96 (a) ) (b) 令 P.x/ D anxn C an�1xn�1 C � � � C a1x C a0; an ¤ 0，且设 X 是方

程 P.X/ D A 的一个解，其中 A D

�
1 1

0 1

�
. 由于 X 与 A 可交换，我们得到 X D�

a b

0 a

�
; a; b 2 C. 通过计算可得，对 k > 1，我们有

Xk
D

�
ak kak�1b

0 ak

�
且 P.X/ D

�
P.a/ bP 0.a/

0 P.a/

�
D

�
1 1

0 1

�
;

这意味着 P.a/ D 1且 bP 0.a/ D 1. 注意到方程 P.x/ D 1有 n个不同的根，那么不可能

存在 ˛ 2 C，使得 P.˛/ D 1且 P 0.˛/ D 0. 因此，方程 P.x/ D 1有 n个不同的根.
(b) ) (a)如果方程 P.x/ D 1的根为 x1; x2; � � � ; xn，则矩阵方程 P.x/ D A的解为�

xk
1

P 0.xk/

0 xk

�
; k D 1; 2; � � � ; n.

如果方程 P.x/ D 1 的解不是互异的，则问题中的陈述是不成立的. 取 P.x/ D

.x � 1/2 C 1 D x2 � 2x C 2，我们注意到 P.x/ D 1 有二重根 1，然而不存在矩阵

X D

�
a b

0 a

�
2 M2.C/使得P.X/ D A，因为这将意味着 a2�2aC2 D 1且 2b.a�1/ D 1.

3.97 Cayley–Hamilton定理说明 A2 � tA C dI2 D O2，其中 t D Tr.A/且 d D det A. 因
此 ´

BA2
D tBA � dB

A2B D tAB � dB
;

由于 t ¤ 0，这说明 BA2 D A2B , tBA D tAB , BA D AB .
3.98 存在实数 ˛m; ˇm; un; vn 2 R; ˛m ¤ 0; un ¤ 0，使得 Am D ˛mA C ˇmI2，且

Bn D unB C vnI2. 我们有´
AmBn

D ˛munAB C ˛mvnA C ˇmunB C ˇmvnI2

BnAm
D un˛mBA C unˇmB C vn˛mA C vnˇmI2

;

而这意味着 AmBn D BnAm , ˛munAB D un˛mBA
un˛m¤0

(HHH) AB D BA.
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3.99 AmB D Am C B , .Am � I2/.B � I2/ D I2，这意味着矩阵 Am � I2 与 B � I2 是

互为逆矩阵的，于是它们可交换. 因此 .B � I2/.Am � I2/ D I2 , BAm D B C Am，这意

味着 AmB D BAm. 如果 Am D ˛mI2 对某个 ˛m 2 R成立，则矩阵等式 AmB D Am C B

意味着 .˛m � 1/B D ˛mI2. 注意到 ˛m ¤ 1，否则我们会得到矛盾. 因此，B D
˛m

˛m�1
I2，而

这显然意味着 AB D BA. 如果 Am D ˛mA C ˇmI2，其中 ˛m; ˇm 2 R; ˛m ¤ 0，则由于

AmB D BAm，我们有 ˛mAB D ˛mBA. 再由 ˛m ¤ 0，我们得到 AB D BA.

3.5 Pell型丢番图方程

设整数 d > 2不是一个完全平方.
定义 3.4 丢番图方程

x2
� dy2

D 1; x; y 2 Z; (3.3)

称为 Pell方程3.
接下来，我们就是要在整数范围内解 Pell 方程. 首先，我们注意到数组 .�1; 0/ 和

.1; 0/是方程 (3.3)的解，这称为其平凡解. 另一方面，如果 .x; y/是方程 (3.3)的一组解，
则 .�x; y/; .x; �y/和 .�x; �y/也是此方程的解. 因此，要解 Pell方程，只需要在正整数
范围内求出其解即可，即形如 .x; y/ 2 N � N的解.

设 .x; y/ 2 N � N，且令

A.x;y/ D

�
x dy

y x

�
;

其中 x和 y 满足 det A.x;y/ D x2 � dy2 D 1.
设 SP 是方程 (3.3) 的解集. 我们注意到，.x; y/ 2 Sp 当且仅当 det A.x;y/ D 1，而

.x; y/ ¤ .1; 0/当且仅当 A.x;y/ ¤ I2.
如果 .x0; y0/ 2 Sp; .x0; y0/ ¤ .1; 0/，则 det A.x0;y0/ D 1，于是

det An
.x0;y0/ D 1:

设

An
.x0;y0/ D

�
xn dyn

yn xn

�
其中 x2

n � dy2
n D 1:

如果

AnC1
.x0;y0/

D

�
xnC1 dynC1

ynC1 xnC1

�
;

则

AnC1
.x0;y0/

D An
.x0;y0/A.x0;y0/ D

�
xn dyn

yn xn

��
x0 dy0

y0 x0

�
3这个方程本应该叫 Fermat方程的，但是因为 Euler的混淆，于是用 Pell的名字命名 [15, p.341].
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D

�
x0xn C dy0yn d.y0xn C x0yn/

y0xn C x0yn x0xn C dy0yn

�
;

且

det AnC1
.x0;y0/

D det
�
An

.x0;y0/A.x0;y0/

�
D det An

.x0;y0/ det A.x/;y0/ D 1:

于是 ´
xnC1 D x0xn C dy0yn

ynC1 D y0xn C x0yn

即

´
xn D x0xn�1 C dy0yn�1

yn D y0xn�1 C x0yn�1

; n > 1;

其中 x0; y0是给定的数，且 .x/; y0/ ¤ .1; 0/.
我们注意到如果 .x0; y0/ 2 N � N，则我们也有 .xn; yn/ 2 N � N. 换句话说，如果

.x0; y0/是方程 (3.3)的解，则 .xn; yn/也是方程 (3.3)的解.
前面的递推关系可以写成�

xn

yn

�
D

�
x0 dy0

y0 x0

��
xn�1

yn�1

�
;

而这意味着 �
xn

yn

�
D

�
x0 dy0

y0 x0

�n�
x0

y0

�
:

因此， 8̂̂̂<̂
ˆ̂:

xn D
1

2

��
x0 C y0

p
d
�nC1

C

�
x0 � y0

p
d
�nC1

�
yn D

1

2
p

d

��
x0 C y0

p
d
�nC1

C

�
x0 � y0

p
d
�nC1

� ; n > 0: (3.4)

我们能够知道，满足 x2
0 � dy2

0 D 1; x0; y0 2 N的数组 .x0; y0/中 x0是最小时当且仅

当 y0是最小的，即 x0 C
p

dy0在 x C
p

dy 中是最小的，这里 .x; y/是 Pell方程的正整
数解，此时的解 .x0; y0/称为 Pell方程的基本解. 顺带一提的是，Pell方程的基本解的存
在性是可以证明的.
现在，如果考虑 Pell方程的基本解 .x0; y0/，我们得到

SP � ¹.�1; 0/; .1; 0/; .xn; yn/; .�xn; yn/; .xn; �yn/ W n 2 Nº D S:

接下来我们证明 S � SP . 如果 .x; y/ 2 S \ .N � N/，我们定义 B D A.x;y/ 以及

B1 D A�1B，其中

A D A.x0;y0/ D

�
x0 dy0

y0 x0

�
;
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且 .x0; y0/是基本解. 于是 det B1 D 1，且

B1 D

�
x0 dy 0

y 0 x0

�
其中

´
x0

D x0x � dy0y

y 0
D x0y � y0x

:

于是 x0 < x; y 0 < y，且 .x0; y 0/ 2 N � N. 我们继续这个算法，可得 B2 D A�1B1; B3 D

A�1B2; � � � ; Bk D A�1Bk�1 D I2. 倒推回去，我们有 A.x;y/ D Ak
.x0;y0/

，由 (3.4)，这意味着
.x; y/ 2 SP .
因此，我们可以证明下面的定理.

定理 3.12 丢番图方程 x2 � dy2 D 1，其中整数 d > 2不是一个完全平方，具有如下正

整数解 8̂̂̂<̂
ˆ̂:

xn D
1

2

��
x0 C y0

p
d
�nC1

C

�
x0 � y0

p
d
�nC1

�
yn D

1

2
p

d

��
x0 C y0

p
d
�nC1

C

�
x0 � y0

p
d
�nC1

� ; n > 0;

其中 .x0; y0/是基本解.
例 3.5 我们在 Z � Z中解方程 x2 � 2y2 D 1.
由于方程的基本解为 .3; 2/，由定理 3.12，我们可知此方程有无穷多组解8̂̂̂<̂

ˆ̂:
xn D

1

2

��
3 C 2

p
2
�nC1

C

�
3 � 2

p
2
�nC1

�
yn D

1

2
p

2

��
3 C 2

p
2
�nC1

�

�
3 � 2

p
2
�nC1

� ; n > 0;

因此 SP D ¹.˙xn; ˙yn/ W n 2 Nº [ ¹.˙1; 0/º.
注 3.7 Pell方程的解可以用来逼近一个非完全平方的自然数的平方根. 如果 .xn; yn/; n >
1是 Pell方程 x2 � dy2 D 1的解，则

xn �
p

dyn D
1

xn C
p

dyn

)
xn

yn

�
p

d D
1

yn.xn C
p

dyn/
;

这意味着

lim
n!1

xn

yn

D
p

d:

因此，分数 xn

yn
逼近

p
d 的误差不超过 1

y2
n
.

现在我们研究丢番图方程

ax2
� by2

D 1; 其中 a; b 2 N: (3.5)

引理 3.5 如果 ab D k2; k 2 N; k > 2，则方程 ax2 � by2 D 1在 N � N中无解.
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证 我们用反证法来证明这个引理. 我们假定此方程有解 .x0; y0/ 2 N � N，于是 ax2
0 �

by2
0 D 1，这意味着 a 与 b 是互素的. 等式 ab D k2 意味着 a D k2

1 且 b D k2
2，其中

k1k2 D k; k1; k2 2 N. 此时，方程变为 k2
1x2

0�k2
2y2

0 D 1，即 .k1x0�k2y0/.k1x0Ck2y0/ D 1，

那么这意味着 1 D k1x0 C k2y0 D k1x0 � k2y0 ) y0 D 0，这与 y0 2 N矛盾. �

我们定义 ax2 � by2 D 1的 Pell预解式为丢番图方程

u2
� abv2

D 1: (3.6)

引理 3.6 如果方程 (3.5)在 N � N中有非平凡解，则它有无穷多组解.

证 设 .x0; y0/是方程 (3.5)的一组解. 由于 ab 不是完全平方，由引理 3.5，我们得到方
程 (3.6)有无穷多组正整数解，这由定理 3.12中的公式给出.
我们用 .un; vn/; n 2 N表示方程 (3.6)的通解. 令 xn D x0un C by0vn; yn D y0un C

ax0vn，我们注意到 .xn; yn/是方程 ax2 � by2 D 1的解，因为

ax2
n � by2

n D a.x0un C by0vn/2
� b.y0un C ax0vn/2

D .ax2
0 � by2

0/.u2
n � abv2

n/

D 1:

引理得证. �

定理 3.13 设 .A; B/是方程 (3.5)的最小解，则方程 (3.5)的通解为 .xn; yn/; n 2 N，其中´
xn D Aun C bBvn

yn D Bun C aAvn

;

其中 .un; vn/; n 2 N是方程 (3.6)的通解.

证 我们在引理 3.6中已经证明了，如果 .un; vn/; n 2 N是方程 (3.6)的解，则 .xn; yn/; n 2

N是方程 (3.5)的解.
要证明必要性，我们来证明如果 .xn; yn/; n 2 N是方程 (3.5)的解，令´

un D aAxn � bByn

vn D Bxn � Ayn

;

则 .un; vn/; 2 N是方程 (3.6)的解.
我们有

u2
n � abv2

n D .aAxn � bByn/2
� ab.Bxn � Ayn/2

D .aA2
� bB2/.ax2

n � by2
n/

D 1;

定理得证. �
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特别地，对 b D 1的情形，前面的结果中的方法可以用来解丢番图方程

dx2
� y2

D 1; (3.7)

这称为共轭 Pell方程.
方程 (3.7)的通解为 ´

xn D Aun C Bvn

yn D Bun C dAvn

; (3.8)

其中 .A; B/是方程 (3.7)的基本解，且 .u;vn/; n 2 N是 Pell方程 u2 � dv2 D 1的解.
注 3.8 由 (3.8)定义的数列 .xn/n>1和 .yn/n>1满足性质

yn D

jp
dxn

k
; n 2 N;

其中 bxc表示 x向下取整.
要看出这一点，我们注意到由于 .xn; yn/是 Pell方程 dx2 � y2 D 1的解，我们有

.
p

dxn C yn/.
p

dxn � yn/ D 1:

然而，xn; yn 2 N，于是
p

dxn C yn > 1. 因此，0 <
p

dxn � yn < 1 ) yn <
p

dxn <

yn C 1，这意味着 yn D

jp
dxn

k
; n 2 N.

例 3.6 我们在 N � N中解方程 6x2 � 5y2 D 1.
首先，我们注意到方程的基本解为 .1; 1/. 且 Pell预解式为 u2 � 30v2 D 1，它有一个

基本解 .11; 2/. 于是 Pell预解方程的通解为 .un; vn/，其中´
unC1 D 11un C 60vn

vnC1 D 2un C 11vn

; n 2 N;

其中 u1 D 11; v1 D 2.
因此，我们的方程的通解为8̂̂<̂

:̂
xn D

6 C
p

30

12
.11 C 2

p
30/n

C
6 �

p
30

12
.11 � 2

p
30/n

yn D
5 C

p
30

12
.11 C 2

p
30/n

C
5 �

p
30

12
.11 � 2

p
30/n

:

3.5.1 问题

3.100 求出所有的直角三角形，其边长为整数 a; b; c，且 a > b; a > c，使得以边 a0 D

a C 4; b0 D b C 3和 c0 D c C 3为边的三角形是直角三角形.
3.101 在 Z � Z中解方程 x2 � 8y2 D 1.
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3.102 在 Z � Z中解方程 2x2 � 6xy C 3y2 C 1 D 0.

3.103 证明：对任意非零整数 k，方程 x2 � 2kxy C y2 D 1在 Z � Z中有无穷多组解.

3.104 4 求出所有的正整数 n，使得
�

n

k � 1

�
D 2

�
n

k

�
C

�
n

k C 1

�
对某个自然数 k < n成

立.

3.105 证明：如果对某个 n 2 N，m D 2 C 2
p

28n2 C 1是一个整数，则 m是一个完全平

方.

3.106 证明：如果正整数满足 3n C 1和 4n C 1都是完全平方，则 n被 56整除.

Chebyshev 多项式. 对 �1 < t < 1，设 � 满足 0 < � < π 且 t D cos �（即

� D arccos t）. 设多项式 Tn和 Un分别定义为

Tn.t/ D cos n� D cos.n arccos t /

和

Un.t/ D
sin n�

sin �
D

sin.n arccos t/
p

1 � t2
:

虽然这两个函数最初定义在一个有限的区间上，但它们其实是 t 的多项式，因

此它们对任意实数 t 都是有定义的.
多项式 Tn 称为第一类 Chebyshev 多项式，而 Un 称为第二类 Chebyshev 多

项式. 这两个多项式广泛运用于各类数学教材，且它们有非常优秀的性质（见 [8,
Section 3.4]）.
3.107 [8, p.39] Chebyshev多项式与 Pell方程.
证明：方程 x2 � .t2 � 1/y2 D 1的解形如 .xn; yn/ D

�
Tn.t/; Un.t/

�
，其中 t 是参

数.

3.5.2 解答

3.100 由于 a; b; c 是勾股数，令 a D m2 C n2; b D 2mn; c D m2 � n2，其中 m; n 2 N且
m > n. 方程 .aC4/2 D .bC3/2C.cC3/2意味着 4a D 3bC3cC1 ) m2C7n2�6mn D 1，

即 .m � 3n/2 � 2n2 D 1. 作代换 m � 3n D x; n D y，我们得到方程 x2 � 2y2 D 1. 此
方程的最小解为 .3; 2/，已经在例 3.5 中解决了，其通解为 .xk; yk/; k 2 N，这意味着
mk D xk C 3yk 且 nk D yk; k 2 N.

4问题 3.104，3.105和 3.106来自 [16].
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3.101 由于方程的最小解为 .3; 1/，我们得到8̂̂̂<̂
ˆ̂:

xn D
1

2

��
3 C 2

p
2
�nC1

C

�
3 � 2

p
2
�nC1

�
yn D

1

4
p

2

��
3 C 2

p
2
�nC1

C

�
3 � 2

p
2
�nC1

� ; n > 0:

此 Pell方程的解为 ¹.˙xn; ˙yn/ W n 2 Nº [ ¹.�1; 0/; .1; 0/º.
3.102 此方程可以写成 x2 � 3.y � x/2 D 1. 利用代换 X D x; Y D y � x，我们得到

X2 � 3Y 2 D 1，此方程的最小解为 .2; 1/，我们得到8̂̂̂<̂
ˆ̂:

Xn D
1

2

��
2 C

p
3
�nC1

C

�
2 �

p
3
�nC1

�
Yn D

1

2
p

3

��
2 C

p
3
�nC1

�

�
2 �

p
3
�nC1

� ; n > 0;

且 xn D Xn; yn D xn C Yn D Xn C Yn; n > 0. 此方程的解为 ¹.˙xn; ˙yn/ W n 2

Nº [ ¹.1; 1/; .�1; �1/º.
3.103 此方程可以写成 .x � ky/2 � .k2 � 1/y2 D 1. 利用代换 x � ky D u; y D v，方程

变为 u2 � dv2 D 1，其中 d D k2 � 1. 如果 d ¤ 0，即 k ¤ ˙1，则 d 是一个非完全平方的

正整数.
如果 k D 1，则方程变为 .x � y/2 D 1，有无穷多解 .p ˙ 1; p/; p 2 Z.
如果 k D �1，我们得到 .x C y/2 D 1，其解为 .�p ˙ 1; p/; p 2 Z.

如果 jkj > 2，我们考虑矩阵 A D

�
k k2 � 1

1 k

�
，满足 det A D 1. 我们有 det.An/ D

1; An D

�
un dvn

vn un

�
满足 det.An/ D u2

n�dv2
n D 1. 由于 u0 D k; v0 D 1，方程 u2�dv2 D 1

有无穷组解 .un; vn/; n 2 N，令 xn D un C kvn; yn D vn; n 2 N，这就可以得到方程
x2 � 2kxy C y2 D 1的无穷组解.
3.104 – 3.106见 [16].
3.107 如果 t D ˙1，则 x D ˙1，所以方程的解为 .˙1; ˛/; ˛ 2 R. 设 jt j < 1，一个显然的

解是 .t; 1/. 其他解满足

xn C
p

t2 � 1yn D

�
t C

p
t2 � 1

�n

D

�
t C i

p
1 � t2

�n

:

利用代换 t D cos �，我们得到

xn C i sin �yn D .cos � C i sin �/n
D cos.n�/ C i sin.n�/;

于是得到 xn D cos.n�/ D Tn.t/，且 yn D
sin.n�/

sin �
D Un.t/.
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如果 jt j > 1，则 8̂<̂
:

xn C
p

t2 � 1yn D

�
t C

p
t2 � 1

�n

xn �
p

t2 � 1yn D

�
t �

p
t2 � 1

�n ;

于是 8̂̂<̂
:̂

xn D
1

2

h�
t C

p
t2 � 1

�n

C

�
t �

p
t2 � 1

�ni
yn D

1

2
p

t2 � 1

h�
t C

p
t2 � 1

�n

�

�
t �

p
t2 � 1

�ni ; n > 0:

读者可以自行验证 .xn; yn/ D
�
Tn.t/; Un.t/

�
; n > 0.
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第
4
章

矩阵函数与矩阵微积分

Sleepiness and fatigue are the enemies of learning.
Platon（427 B.C.–347 B.C.）

4.1 矩阵数列与级数

设 A 2 M2.C/，且 f 2 CŒx�是多项式函数

f .x/ D a0 C a1x C a2x2
C � � � C anxn:

矩阵 f .A/ D a0I2 C a1A C a2A2 C � � � C anAn 称为多项式函数 f 在 A的取值. 对
任意矩阵 A和任意多项式函数 f，我们可以定义矩阵 f .A/.

我们把这个定义推广到其他函数，非多项式函数，推广到数学的其他分支，如求解

微分方程组和研究由微分方程组模拟的各种现象的稳定性. 这种推广的难处在于，如果
给定一个定义在集合D上的一个数值函数，而 A是一个矩阵，要定义矩阵 f .A/，我们需

要让 A满足一些条件.
研究多项式函数的极限是非常有意义的，因此有必要定义矩阵序列的极限.
设 .An/n2N是一列矩阵，An D

�
a

.n/
ij

�
i;j D1;2

2 M2.C/.

定义 4.1 我们称序列 .An/n2N 收敛，是指数列
�
a

.n/
ij

�
2 M2.C/对所有的 i; j D 1; 2都

收敛. 如果 aij D lim
n!1

a
.n/
ij ，则矩阵 A D .aij /i;j D1;2 称为序列 .An/n2N 的极限，并且我们

记作 A D lim
n!1

An，有时候也用记号 A1 D lim
n!1

An.

下一个命题，其证明是直接的，给出了矩阵序列极限最基本的性质.
命题 4.1 如果 A D lim

n!1
An; B D lim

n!1
Bn，且 P 2 M2.C/是一个可逆矩阵，则：

(a) lim
n!1

.˛An C ˇBn/ D ˛A C ˇB; ˛; ˇ 2 C；

(b) lim
n!1

.AnBn/ D AB；
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(c) lim
n!1

.P �1AnP / D P �1AP .

注 4.1 我们提及一下，一列可逆矩阵的极限不一定是可逆矩阵，即如果 .An/n2N 是一

列可逆矩阵，且 A D lim
n!1

An，则矩阵 A不一定是可逆的（比如 lim
n!1

1
n
I2 D O2）.

设 .fn/n2N是一列多项式，fn 2 CŒx�，且设 A 2 M2.C/.
定理 4.1 如果 JA 是 A的 Jordan标准形，则 lim

n!1
fn.A/存在当且仅当 lim

n!1
fn.JA/存

在. 此时，如果可逆矩阵 P 满足 JA D P �1AP，则

lim
n!1

fn.A/ D P
�

lim
n!1

fn.JA/
�
P �1:

证 对任意多项式函数 f 2 CŒx�，我们有 f .JA/ D P �1f .A/P . 这只需要注意到由
JA D P �1AP 可得 J n

A D P �1AnP . 现在我们对等式 fn.JA/ D P �1fn.A/P 和 fn.A/ D

Pfn.JA/P �1 应用命题 4.1中的 (c)，我们得到极限 lim
n!1

fn.A/和 lim
n!1

fn.JA/是同时存

在或同时不存在的，以及这两个极限的关系. �

注 4.2 定理 4.1 将计算一个矩阵 A 的多项式函数序列的极限约化为研究其相应的

Jordan标准形 JA的多项式函数序列的极限.
我们提及一下的是，一个 2 � 2矩阵可以有两个 1阶 Jordan块，即矩阵 J� D Œ��，或

一个 2阶 Jordan块 J� D

�
� 1

0 �

�
.

定理 4.2 设 � 2 C，且令

J� D

�
� 1

0 �

�
是一个二阶 Jordan块. 则对任意多项式 f 2 CŒx�，我们有

f .J�/ D

�
f .�/ f 0.�/

0 f .�/

�
:

证 设 gn.�/ D �n，且令 J0 D

�
0 1

0 0

�
. 首先我们注意到 J 2

0 D O2，且我们有

J n
� D .�I2 C J0/n

D �nI2 C

�
n

1

�
�n�1J0 D gn.�/I2 C g0

n.�/J0:

因此，此定理对任意形如 f .x/ D xn 的多项式都是成立的，那么由线性性可知其对任意

多项式函数 f 2 CŒx�也成立. �

定理 4.3 矩阵序列
�
fn.�/

�
n2N 收敛当且仅当数值函数列

�
fn.�/

�
n2N 与

�
f 0

n.�/
�

n2N 都

收敛. 如果 lim
n!1

fn.�/ D f .�/且 lim
n!1

f 0
n.�/ D f 0.�/，则

f .J�/ D lim
n!1

fn.J�/ D

�
f .�/ f 0.�/

0 f .�/

�
:

162

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

证 应用定理 4.2即可. �

回顾一个矩阵 A的谱 Spec.A/是 A的所有特征值构成的集合. 在我们讨论的情形
中，Spec.A/ D ¹�1; �2º � C.
定义 4.2 我们称一个序列 .fn/n2N 在 A 的谱上收敛，是指对任意 �i 2 Spec.A/; i D

1; 2，极限 lim
n!1

fn.�i/; i D 1; 2 和 lim
n!1

f 0
n.�i/; i D 1; 2 都存在且有限. 进一步，如果

存在定义在 C 上的一个包含 Spec.A/ 的子集的函数 f，满足 lim
n!1

fn.�i/ D f .�i/ 且

lim
n!1

f 0
n.�i/ D f 0.�i/对 i D 1; 2成立，则函数 f 称为序列 .fn/n2N 在 A的谱上的极限，

我们记为 lim
Spec.A/

fn D f .

定理 4.4 矩阵序列
�
fn.A/

�
n2N收敛当且仅当多项式序列 .fn/n2N在 A的谱上收敛. 如

果

lim
Spec.A/

fk D f 则 lim
n!1

fn.A/ D f .A/:

证 直接由定理 4.1，4.2和 4.3可得. �

定义 4.3 如果序列 .fn/n2N 在 A 的谱上收敛，且 lim
Spec.A/

fn D f，则矩阵 f .A/ D

lim
n!1

fn.A/称为矩阵 A的函数 f .

注 4.3 我们有 lim
n!1

fn.A/ D

�
lim

Spec.A/
fn

�
.A/.

注 4.4 设D � C，令函数 f W D ! C是多项式序列 .fn/n2N的极限，A是一个矩阵. 则
为了定义矩阵 f .A/，验证 Spec.A/ � D 和序列 .fn/n2N 在 A的谱上的收敛性是有必要

的. 基于前面的定理，计算矩阵 f .A/的一种算法有下面几步：

(a) 求出 A的谱，并验证序列 .fn/n2N在 A的谱上收敛到函数 f；

(b) 求矩阵 P 以及矩阵 A的 Jordan标准形 JA；

(c) 求 f .JA/；

(d) 写出 f .A/ D Pf .JA/P �1.

有时候要求 lim
n!1

fn.A/是不需要利用 A的 Jordan标准形的.

接下来，我们考虑当 f 是一个解析函数的情形，这些函数可以写成幂级数的形式.
设幂级数

P1

mD0 am´m的收敛半径为 R，令 fn.´/ D
Pn

mD0 am´m，且 f .´/为幂级数

的和函数. 我们有

lim
n!1

fn.´/ D f .´/; ´ 2 DR D ¹´ 2 C W j´j < Rº;

lim
n!1

f .i/
n .´/ D f .i/.´/; i 2 N; ´ 2 DR;

(4.1)

而对 j´j > R，上述极限是不存在的，所以函数 f 只定义在 DR 和圆 CR D @DR D ¹´ 2

C W j´j D Rº的某些点上.
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定义 4.4 设 A 2 M2.C/. A的谱半径是一个实数，其定义为

�.A/ D max¹j�1j; j�2jº:

我们要求出可以定义矩阵 f .A/的条件. 显然 fn.´/ D
Pn

mD0 am´m 是多项式，且由

定理 4.4，我们有矩阵 f .A/ D lim
n!1

fn.A/是存在的当且仅当多项式序列 .fn/n2N在 A的

谱上收敛到 f .
定理 4.5 设幂级数 f .´/ D

P1

mD0 am´m的收敛半径为 R，且 A 2 M2.C/. 则：

(a) 如果 �.A/ < R，即 A的特征值都在圆盘 DR 内，则矩阵级数
P1

mD0 amAm 收敛当且

仅当矩阵 f .A/存在，且 f .A/ D
P1

mD0 amAm；

(b) 如果 �.A/ D R，即在圆 CR 上存在 A的特征值，如果对任意满足 j�j D R的特征值，

1X
mD0

am�m 与
1X

mD1

mam�m�1 (4.2)

都收敛，则矩阵级数
P1

mD0 amAm收敛.

证 (a) 由于 A 的特征值都在圆盘 DR 内，由 (4.1)，我们有幂级数
P1

mD0 am´m 的部

分和序列 .fn/n2N 在 A 的谱上收敛于 f，再根据定理 4.4，这就说明 f .A/ 存在，且

f .A/ D
P1

mD0 amAm.
(b)部分和序列 .fn/n2N 在 A的谱上收敛的情形就化归到了条件 (4.2). 由 (4.1)，这

些条件对 A在收敛圆盘内的特征值成立，需要研究 A在 CR 上的特征值的情形. �

定理 4.6 设函数 f 在 ´0处的 Taylor展开式为

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/n; j´ � ´0j < R;

其中 R 2 .0; C1�. 如果 A 2 M2.C/的特征值 �1; �2 2 C满足 j�i � ´0j < R; i D

1; 2，则矩阵 f .A/的特征值为 f .�1/和 f .�2/.

证 由于相似的矩阵具有相同的特征值，而 f .A/相似于 f .JA/，由定理 4.2和 4.3即证.
另一种证明是直接计算. 设 X ¤ 0是相应于特征值 �的特征向量，即 AX D �X，我

们有

f .A/X D

 
1X

nD0

f .n/.´0/

nŠ
.A � ´0I2/n

!
X D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.� � ´0/nX D f .�/X;

定理得证. �
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4.2 初等矩阵函数

本节中我们介绍一些贯穿全书的初等矩阵函数.

多项式函数

如果多项式函数 f 2 CŒx� 定义为 f .x/ D a0 C a1x C � � � C anxn; ai 2 C; i D

0; 1; � � � ; n，则

f .A/ D a0I2 C a1A C � � � C anAn; A 2 M2.C/:

指数函数

eA
D

1X
nD0

An

nŠ
; A 2 M2.C/:

双曲函数

双曲余弦函数

cosh A D

1X
nD0

A2n

.2n/Š
; A 2 M2.C/:

双曲正弦函数

sinh A D

1X
nD0

A2nC1

.2n C 1/Š
; A 2 M2.C/:

三角函数

余弦函数

cos A D

1X
nD0

.�1/n

.2n/Š
A2n; A 2 M2.C/:

正弦函数

sin A D

1X
nD0

.�1/n

.2n C 1/Š
A2nC1; A 2 M2.C/:

Neumann（几何）级数

.I2 � A/�1
D

1X
nD0

An; A 2 M2.C/; �.A/ < 1:

二项式级数

.I2 � A/�˛
D

1X
nD0

�.n C ˛/

�.˛/nŠ
An; A 2 M2.C/; �.A/ < 1; ˛ > 0;

其中 � 表示 Gamma函数.

165

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

对数函数

ln.I2 C A/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
An; A 2 M2.C/; �.A/ < 1:

ln.I2 � A/ D �

1X
nD1

An

n
; A 2 M2.C/; �.A/ < 1:

幂函数

如果 ´ 2 C�，则

´A
D e.ln ´/A

D

1X
nD0

lnn ´

nŠ
An; A 2 M2.C/:

注意. 如果一个形如 ˚
�
f1.´1/; f2.´2/; � � � ; fp.´p/

�
D 0 的公式在 C 上成立，其

中 fi ; i D 1; 2; � � � ; p 是某些函数，且 ´i 2 C; i D 1; 2; � � � ; p，则如果存在矩阵 Ai 2

M2.C/; i D 1; 2; � � � ; p与 fi.Ai/; i D 1; 2; � � � ; p可交换，我们也有矩阵公式

˚
�
f1.A1/; f2.A2/; � � � ; fp.Ap/

�
D O2:

引理 4.1 指数函数的性质.
以下结论成立：

(a) 如果 a 2 C，则 eaI2 D ea I2；

(b) Euler矩阵公式. 如果 A 2 M2.C/，则 eiA D cos A C i sin A；

(c) 如果 A; B 2 M2.C/可交换，则 eA eB D eB eA D eACB .

证 (a)我们有

eaI2 D

1X
nD0

.aI2/n

nŠ
D

 
1X

nD0

an

nŠ

!
I2 D ea I2:

(b)直接计算可得

eiA
D

1X
nD0

.iA/n

nŠ

D

1X
kD0

.iA/2k

.2k/Š
C

1X
kD1

.iA/2k�1

.2k � 1/Š

D

1X
kD0

.�1/k A2k

.2k/Š
C i

1X
kD1

.�1/k�1 A2k�1

.2k � 1/Š
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D cos A C i sin A:

(c)我们有

eA eB
D

1X
nD0

An

nŠ

1X
mD0

Bm

mŠ

D

1X
nD0

1X
mD0

AnBm

nŠmŠ

D

1X
nD0

1X
mD0

1

.n C m/Š

�
n C m

n

�
AnBm

D

1X
kD0

1

kŠ

X
nCmDk

�
n C m

n

�
AnBm

D

1X
kD0

.A C B/k

kŠ

D eACB ;

引理得证. �

引理 4.2 正弦和余弦函数的性质. 设 A 2 M2.C/，则下列结论成立：

(a) sin A D
eiA �e�iA

2i ；

(b) cos A D
eiA Ce�iA

2
；

(c) 矩阵三角恒等式
sin2 A C cos2 A D I2；

(d) 二倍角公式

sin.2A/ D 2 sin A cos A 且 cos.2A/ D 2 cos2 A � I2 D I2 � 2 sin2 A；

(e) 如果 A; B 2 M2.C/可交换，则 sin.A C B/ D sin A cos B C cos A sin B；

(f) 如果 A 2 M2.C/是对合矩阵且 k 2 Z，则 cos.kπA/ D .�1/kI2.

证 (a)和 (b)首先我们证明，如果A 2 M2.C/，则 sin.�A/ D � sin A且 cos.�A/ D cos A.
我们有

sin.�A/ D

1X
nD1

.�1/n�1 .�A/2n�1

.2n � 1/Š
D �

1X
nD1

.�1/n�1 A2n�1

.2n � 1/Š
D � sin A;
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cos.�A/ D

1X
nD0

.�1/n .�A/2n

.2n/Š
D

1X
nD0

.�1/n A2n

.2n/Š
D cos A:

于是由引理 4.1的 (b)可得

eiA
D cos A C i sin A;

e�iA
D cos.�A/ C i sin.�A/ D cos A � i sin A:

解此关于 cos A与 sin A的方程组，我们就证明了引理的 (a)和 (b).
(c)由 (a)和 (b)我们有

sin2 A C cos2 A D

�
eiA �e�iA

2i

�2

C

�
eiA Ce�iA

2

�2

D �
e2iA �2I2 C e2iA

4
C

e2iA C2I2 C e2iA

4

D I2:

(d)由 (a)和 (b)我们有

2 sin A cos A D 2
eiA �e�iA

2i
�

eiA Ce�iA

2
D

e2iA �e�2iA

2i
D sin.2A/;

2 cos2 A � I2 D 2

�
eiA Ce�iA

2

�2

� I2 D
e2iA Ce�2iA

2
D cos.2A/:

(e)由于矩阵 A和 B 可交换，由引理 4.1的 (c)我们有

sin A cos B C cos A sin B D
eiA �e�iA

2i
�

eiB Ce�iB

2
C

eiA Ce�iA

2
�

eiB �e�iB

2i

D
ei.ACB/ �e�i.ACB/

2i
D sin.A C B/:

(f)由于 A2n D I2对任意 n > 0成立，则

cos.kπA/ D

1X
nD0

.�1/n .kπA/2n

.2n/Š

D

 
1X

nD0

.�1/n .kπ/2n

.2n/Š

!
I2 D cos.kπ/I2 D .�1/kI2;

引理得证. �
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引理 4.3 极限与导数. 设 A 2 M2.C/，则

(a) lim
t!0

eAt �I2

t
D A；

(b) lim
t!0

sin.At/

t
D A；

(c) lim
t!0

I2�cos.At/

t2 D
A2

2
；

(d) .eAt/0 D AeAt；

(e)
�

sin.At/
�0

D A cos.At/；

(f)
�

cos.At/
�0

D �A sin.At/.

证 (a)由于 A D PJAP �1，我们有

eAt �I2

t
D P

eJAt �I2

t
P �1: (4.3)

设 A的特征值为 �1和 �2，则

eJAt �I2

t
D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
 

e�1t �1
t

0

0 e�2t �1
t

!
; 如果JA D

 
�1 0

0 �2

!
 

e�t �1
t

e�t

0 e�t �1
t

!
; 如果JA D

 
� 1

0 �

! : (4.4)

结合 (4.3)和 (4.4)，当 t ! 0时取极限，我们就证明了引理的 (a).
(b)由于

sin.At/ D
eiAt �e�iAt

2i
;

我们得到

lim
t!0

sin.At/

t
D lim

t!0

eiAt �e�iAt

2it

D lim
t!0

eiAt �I2

2it
� lim

t!0

e�iAt �I2

2it
.a/
D

iA � .�iA/

2i
D A:

(c)由于 2 sin2 At
2

D I2 � cos.At/，由 (b)，我们得到

lim
t!0

I2 � cos.At/

t2
D 2 lim

t!0

 
sin At

2

t

!2

D
A2

2
:
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(d)令 f .t/ D eAt，则

f .t/ D lim
h!0

f .t C h/ � f .t/

h

D lim
h!0

eAt.eAh �I2/

h
D eAt lim

h!0

eAh �I2

h

.a/
D AeAt :

(e)由 (d)，我们有�
sin.At/

�0
D

�
eiAt �e�iAt

2i

�0

D
iAeiAt �.�iA/e�iAt

2i

D A
eiAt Ce�iAt

2
D A cos.At/:

(f)这一部分的证明与 (e)类似. �

4.3 一种新的矩阵函数计算方法

在本节中我们给出一种（应该是新的?!）计算矩阵函数 f .A/的技巧，其中 f 是一

个解析函数而 A 2 M2.C/. 我们证明 f .A/可以表示成 A和 I2的线性组合，这种技巧不

同于用 A的 Jordan标准形的方法.

定理 4.7 将 f .A/表示成 A和 I2 的线性组合. 设函数 f 在 0处的 Taylor展开式
为

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
´n; j´j < R;

其中 R 2 .0; C1�，且设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < R. 则：

f .A/ D

´
f .�1/�f .�2/

�1��2
A C

�1f .�2/��2f .�1/

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

f 0.�/A C
�
f .�/ � �f 0.�/

�
I2; 如果�1 D �2 D �

:

证 首先考虑 �1 ¤ �2的情形. 由定理 3.1，我们有如果整数 n > 1，则An D �n
1B C�n

2C，

其中

B D
A � �2I2

�1 � �2

且 C D
A � �1I2

�2 � �1

:

于是

f .A/ D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
An

D I2 C

1X
nD1

f .n/.0/

nŠ
.�n

1B C �n
2C /
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D B C

1X
nD1

f .n/.0/

nŠ
�n

1B C C C

1X
nD1

f .n/.0/

nŠ
�n

2C

D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
�n

1B C

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
�n

2C

D f .�1/B C f .�2/C

D
f .�1/ � f .�2/

�1 � �2

A C
�1f .�2/ � �2f .�1/

�1 � �2

I2:

现在我们考虑当 �1 D �2 D � 的情形. 由定理 3.1，我们有当整数 n > 1 时，

An D �nB C n�n�1C，其中 B D I2而 C D A � �I2，这意味着

f .A/ D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
An

D I2 C

1X
nD1

f .n/.0/

nŠ
.�nB C n�n�1C /

D I2 C

1X
nD1

f .n/.0/

nŠ
�nB C

1X
nD1

f .n/.0/

.n � 1/Š
�n�1C

D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
�nI2 C

1X
nD1

f .n/.0/

.n � 1/Š
�n�1.A � �I2/

D f .�/I2 C f 0.�/.A � �I2/

D f 0.�/A C
�
f .�/ � �f 0.�/

�
I2:

定理得证. �

注 4.5 更一般地，我们可以证明如果函数 f 在 ´0出的 Taylor级数为

f .´ D

1X
nD0

f .n/.´0/

nŠ
.´ � ´0/n; j´ � ´0j < R;

其中 R 2 .0; C1�且 A 2 M2.C/满足 �1; �2 2 D.´0; R/，则

f .A/ D

´
f .�1/�f .�2/

�1��2
A C

�1f .�2/��2f .�1/

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

f 0.�/A C
�
f .�/ � �f 0.�/

�
I2; 如果�1 D �2 D �

:

上述公式的证明留给感兴趣的读者作为练习，只需要和 ´0 D 0的情形一样的步骤

即可.
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推论 4.1 设 f 如定理 4.7所述，且 ˛ 2 C.

(a) 如果 �1 ¤ �2 2 C满足 j�i j < R; i D 1; 2，则

f

�
�1 ˛

0 �2

�
D

�
f .�1/ f .�1/�f .�2/

�1��2
˛

0 f .�2/

�
:

(b) 如果 � 2 C满足 j�j < R，则

f

�
� ˛

0 �

�
D

�
f .�/ f̨ 0.�/

0 f .�/

�
:

定理 4.8 用 Tr.A/和 det A表示 f .A/. 设函数 f 在 0处的 Taylor展开式为

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
´n; j´j < R;

其中 R 2 .0; C1�且 A 2 M2.C/满足 �.A/ < R.
如果 t D Tr.A/; d D det A且 � D t2 � 4d，如果 � < 0或 � > 0，则：

f .A/ D

f
�

tC
p

�
2

�
� f

�
tC

p
�

2

�
p

�
A C

.t C
p

�/f
�

t�
p

�
2

�
� .t �

p
�/f

�
tC

p
�

2

�
2
p

�
I2:

如果 � D 0，则

f .A/ D f 0
� t

2

�
A C

�
f
� t

2

�
�

t

2
f 0
� t

2

��
I2:

证 由于A的特征值是特征方程 �2 � t�Cd D 0的根，这个定理直接由定理 4.7可得.�

作为定理 4.7的应用，接下来我们证明矩阵理论中的一个经典极限. 确切地说，我们
要证明如果 A 2 M2.C/，则

lim
n!1

�
I2 C

A

n

�n

D eA :

设 n 2 N，多项式函数 f 定义为 f .x/ D
�
1 C

x
n

�n. 设 A 2 M2.C/，且 A的特征值为

�1; �2. 由定理 4.7，我们有�
I2 C

A

n

�n
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D

8<:
�
1C

�1
n

�n

�

�
1C

�2
n

�n

�1��2
A C

�1

�
1C

�2
n

�n

��2

�
1C

�1
n

�n

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2�

1 C
�
n

�n�1
A C

h�
1 C

�
n

�n
� �

�
1 C

�
n

�n�1
i
I2; 如果�1 D �2 D �

:

在上述等式中令 n ! 1，我们得到

lim
n!1

�
I2 C

A

n

�n

D

´
e�1 �e�2

�1��2
A C

�1 e�2 ��2 e�1

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

e� A C .e� ��e�/I2; 如果�1 D �2 D �

D eA :

这个公式的另一种证明是问题 4.5的解答中利用 Jordan标准形的方法. 上面的公式
是一种更一般的矩阵函数极限的特殊情形.

定理 4.9 一个一般形式的指数极限.
如果整函数 f W C ! C满足 f .0/ D 1且 A 2 M2.C/，则

lim
n!1

f n

�
A

n

�n

D ef 0.0/A :

证 设 A 的特征值为 �1; �2，JA 是 A 的 Jordan 标准形，且设可逆矩阵 P 满足 A D

PJAP �1. 我们有 f
�

A
n

�
D Pf

�
JA

n

�
P �1，这意味着 f n

�
A
n

�
D Pf n

�
JA

n

�
P �1.

我们分 �1 ¤ �2和 �1 D �2两种情形.

如果 � ¤ �2，则 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，由推论 4.1，我们有

f

�
JA

n

�
D

0@f
�

�1

n

�
0

0 f
�

�2

n

�1A:

这意味着

f n

�
A

n

�
D P

0@f n
�

�1

n

�
0

0 f n
�

�2

n

�1AP �1;

于是

lim
n!1

f n

�
A

n

�
D P

�
ef 0.0/�1 0

0 ef 0.0/�2

�
P �1

D ef 0.0/A

如果 �1 D �2 D �，在这种情形下，分 JA D

�
� 0

0 �

�
和 JA D

�
� 1

0 �

�
两种情形. 如

果 JA D

�
� 0

0 �

�
，则 A D �I2. 所以，

lim
n!1

f n

�
A

n

�
D lim

n!1
f n

�
�

n

�
I2 D ef 0.0/� I2 D ef 0.0/A :
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现在我们考虑 JA D

�
� 1

0 �

�
的情形. 应用推论 4.1可知

f

�
JA

n

�
D

�
f
�

�
n

�
1
n
f 0
�

�
n

�
0 f

�
�
n

� �;

这意味着

f n

�
A

n

�
D P

�
f n
�

�
n

�
f 0
�

�
n

�
f n�1

�
�
n

�
0 f

�
�
n

� �
P �1:

因此，

lim
n!1

f n

�
A

n

�
D P

�
ef 0.0/� f 0.0/ef 0.0/�

0 ef 0.0/�

�
P �1

D ef 0.0/A;

定理得证. �

注 4.6 这里说明一下，定理 4.9 是一个更一般结果 [37] 的特殊情形，如果 A; B 2

Mk.C/，且整函数 f; g满足 f .0/ D g.0/ D 1，则

lim
n!1

�
f
�A

n

�
g
�B

n

��n

D ef 0.0/ACg 0.0/B : (4.5)

当 f D g D exp时，我们得到著名的李氏矩阵乘积公式. Herzog用矩阵范数的技巧证明
了公式 (4.5). 然而，当 g.x/ D 1且 A 2 M2.C/时，我们在本书应用推论 4.1结合 Jordan
标准形给出的定理 4.9的证明，我们相信是新颖的.

4.4 eA; sin A和 cos A的直接表达式

在本节中，我们给出计算一个一般的矩阵 A 2 M2.C/ 的指数函数 eA 和三角函数

sin A与 cos A的直接表达式.
定理 4.10 设 A 2 M 2.C/，其特征值为 �1; �2，则

eA
D

´
e�1 �e�2

�1��2
A C

�1 e�2 ��2 e�1

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

e�
�
A C .1 � �/I2

�
; 如果�1 D �2 D �

:

证 这由定理 4.7直接得到. 也参见 [10, Theorem 2.2, p.1228]. �

推论 4.2 [9, p.176]如果 A D

�
a b

0 d

�
2 M2.C/，则

eA
D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

ea

 
1 b

0 1

!
; 如果 a D d 

ea ea �ed

a�d
b

0 ed

!
; 如果 a ¤ d

:
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推论 4.3 [9, p.717]设 t 2 C且 A D

�
0 1

0 ˛

�
2 M2.C/，则

etA
D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
 

1 e˛t �1
˛

0 e˛t

!
; 如果˛ ¤ 0 

1 t

0 1

!
; 如果˛ D 0

:

推论 4.4 [9, p.717]如果 � 2 R; A D

�
0 �

�� 0

�
且 B D

�
0 π

2
� �

�
π
2

C � 0

�
，则

eA
D

�
cos � sin �

� sin � cos �

�
且 eB

D

�
sin � cos �

� cos � sin �

�
:

接下来的引理给出了一些特殊矩阵的指数函数表达式.
引理 4.4 设 A 2 M2.C/且 t 2 C，则以下结论成立：

(a)（幂零矩阵）如果 A2 D O2，则 etA D I2 C tA；

(b)（对合矩阵）如果 A2 D I2，则 etA D .cosh t /I2 C .sinh t /A；

(c)（反对合矩阵）如果 A2 D �I2，则 etA D .cos t/I2 C .sin t/A；

(d)（幂等矩阵）如果 A2 D A，则 etA D I2 C .et �1/A；

(e) 如果 A2 D �A，则 etA D I2 C .1 � e�t/A.

证 我们证明引理的 (a)，将其他的留给感兴趣的读者作为练习. 首先，我们注意到由于
A2 D O2，则 An D O2对任意 n > 2成立，则

etA
D

1X
nD0

.tA/n

nŠ
D I2 C tA C

1X
nD2

.tA/n

nŠ
D I2 C tA;

则引理的 (a)得证. �

设矩阵 J2 2 M2.R/为

J2 D

�
0 1

�1 0

�
:

则 J2 是反对称的正交矩阵，即 J T
2 D �J2 D J �1

2 . 由定理 1.3，注意到此矩阵相应于复数
�i.
引理 4.5 如果 A D

�
0 1

1 0

�
，则

etA
D .cosh t /I2 C .sinh t /A

且

etJ2 D .cos t /I2 C .sin t/A:
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证 用定理 4.7即可. �

定理 4.11 设 A 2 M2.C/，且其特征值为 �1; �2，则

sin A D

´
sin �1�sin �2

�1��2
A C

�1 sin �2��2 sin �1

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

.cos �/A C .sin � � � cos �/I2; 如果�1 D �2 D �

且

cos A D

´
cos �1�cos �2

�1��2
A C

�1 cos �2��2 cos �1

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

.� sin �/A C .cos � C � sin �/I2; 如果�1 D �2 D �

证 由定理 4.7即得. �

4.5 常系数一阶常微分方程组

在本节中，我们利用矩阵理论中的经典方法来求解常系数线性微分方程组.

设 A.t/ D

�
a.t/ b.t/

c.t/ d.t/

�
，其中 a; b; c; d W I ! R都是 t 的函数，则

A0.t/ D

�
a0.t/ b0.t/

c0.t/ d 0.t/

�
且

Z
A.t/ dt D

�R
a.t/ dt

R
b.t/ dtR

c.t/ dt
R

d.t/ dt

�
:

即对矩阵微分或积分，就是对矩阵的每一项分别微分或积分. 可以证明，微积分中
导数的乘积法则对矩阵成立，而幂法则不成立.

设S0表表示常系数齐次线性微分方程组

S0 W

´
x0

D a11x C a12y

y 0
D a21x C a22y

;

其中 aij 22 R; i; j D 1; 2;，且 x D x.t/; y D y.t/是待求的函数. 由于常系数微分方程
组的解是在 R上定义的，所以我们在 R上求解.

设 X.t/ D

�
x.t/

y.t/

�
且 A D

�
a11 a12

a21 a22

�
，我们注意到方程组S0变为

S0 W X 0.t/ D AX.t/:

这意味着 X 0.t/ � AX.t/ D O2，在此方程组两边乘以矩阵 e�At，我们得到

�e�At AX.t/ C e�AT X 0.t/ D O2:

由于 .e�At/0 D �Ae�AT，这意味着方程组等价于�
e�At X.t/

�0
D O2;
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于是我们的方程组的通解为

X.t/ D eAt C;

其中 C D

�
c1

c2

�
是常向量.

如果方程组S0增加初值条件 X.t0/ D X0; t0 2 R，则我们有 X0 D eAt0 C，由此得到

C D e�At0 X0. 因此，Cauchy问题（或者带初值条件的方程组）的解为

X.t/ D eA.t�t0/ X0:

现在我们将注意力转移到研究常系数非齐次线性为方程组.
我们考虑方程组

S W

´
x0

D a11x C a12y C f

y 0
D a21x C a22y C g

;

其中 f D f .t/和 g D g.t/都是连续函数，t 2 R.

设 F.t/ D

�
f .t/

g.t/

�
，和前面的情形一样，我们得到这里的方程组可以写成矩阵形式

X 0.t/ D AX.t/ C F.t/:

这意味着 X 0.t/ � AX.t/ D F.t/，在等式两边乘以非奇异矩阵 e�At，我们得到�
e�At X.t/

�0
D e�At F.t/;

于是可得

e�At X.t/ D

Z
e�At F.t/ dt C C;

其中 C是一个常向量. 因此，非齐次方程的通解变为

X.t/ D eAt

�Z
e�At F.t/ dt

�
C eAt C:

如果我们给方程组 S 增加初值条件 X.t0/ D X0; t0 2 R，则通过简单的计算（欢迎
读者完成），Cauchy问题的解变为

X.t/ D

Z t

t0

eA.t�u/ F.u/ du C eA.t�t0/ X0:

由于要解常系数线性微分方程组，我们需要计算指数矩阵 eAt，下面我们给出一个

计算 eAt 的简单算法.

177

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

计算指数矩阵 eAt 的算法

步骤一. 求出 A的特征值，确定矩阵 JA和可逆矩阵 P 使得 A D PJAP �1.

步骤二. 注意到 eAt D P eJAt P �1.

步骤三. 求出 eJAt 和 eAt .

如果 A的特征值为 �1和 �2，且 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则

eJAt
D

�
e�1t 0

0 e�2t

�
:

这意味着

eAt
D P

�
e�1t 0

0 e�2t

�
P �1:

如果 A的特征值为 �1 D �2 D �，且 JA D

�
� 1

0 �

�
，则

eJAt
D e�t

�
1 t

0 1

�
:

这意味着

eAt
D e�t P

�
1 t

0 1

�
P �1:

注 4.7 齐次方程组S0 W X 0.t/ D AX.t/; t 2 R的解为

(a) 如果 �1; �2 2 R且 �1 ¤ �2，则´
x.t/ D ˛1 e�1t Cˇ1 e�2t ; ˛1; ˇ1 2 R; t 2 R
y.t/ D ˛2 e�1t Cˇ2 e�2t ; ˛2; ˇ2 2 R; t 2 R

:

(b) 如果 �1; �2 2 R且 �1 D �2 D �但 A ¤ �I2，则´
x.t/ D e�t.˛1 C ˇ1t/; ˛1; ˇ1 2 R; t 2 R
y.t/ D e�t.˛2 C ˇ2t/; ˛2; ˇ2 2 R; t 2 R

:

(c) 如果 �1; �2 2 C; �1;2 D r ˙ is; r; s 2 R; s ¤ 0，则´
x.t/ D ert.˛1 cos st C ˇ1 sin st/; ˛1; ˇ1 2 R; t 2 R
y.t/ D ert.˛2 cos st C ˇ2 sin st/; ˛2; ˇ2 2 R; t 2 R

:
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定义 4.5 齐次线性方程组的稳定性.
设S0 W X 0.t/ D AX.t/; t 2 R是一个微分方程组.

(a) S0 的满足初值条件 X0.t0/ D C0 的解 X0 称为是稳定的（在 Liapunov意义下），是
指如果对任意 " > 0，存在 ı."/ > 0 使得对任意满足 kC � C0k 的 C 2 R2，我们

有 kX.t/ � X0.t/k < " 对任意 t > t0 成立，其中 X.t/ 是方程组 S0 满足初值条件

X.t0/ D C 的解.

(b) 不稳定的解 X0称为非稳定的.

(c) 解 X0称为是渐近稳定的，如果它是稳定的，且

lim
t!1

kX.t/ � X0.t/k D 0

对任意满足初值条件 X.t0/ D C 的解 X 成立，其中 C 是 C0在 R2上的一个邻域.

定理 4.12 方程组S0的所有解和零解具有相同的稳定性.

证 如果 XC0
是方程组满足初值条件 XC0

.t0/ D C0 的唯一解，而 XC 是满足初值条件

XC .t0/ D C 的解，则 XC � XC0
是方程组满足初值条件 .XC � XC0

/.t0/ D C � C0的解，

所以 XC � XC0
D XC �C0

. 我们有 kXC .t/ � XC0
.t/k D kXC �C0

.t/ � 0k D kXC �C0
.t/k且

lim
t!1

kXC .t/ � XC0
.t/k D 0 , lim

t!1
kXC �C0

.t/ � 0k D 0. �

注 4.8 我们提及一下，如果方程组 S0 的非零解是稳定的，渐近稳定的或者不稳定的，

我们就称方程组S0是稳定的，渐近稳定的或者不稳定的.
为了研究方程组S0的稳定性，由注 4.7和定理 4.12我们下面的观察结果：

(a) 如果 �1; �2 2 R且max¹�1; �2º > 0，则函数 f .t/ D ˛ e�1t Cˇ e�2t ; t > t0; ˛2 Cˇ2 ¤ 0

是无界的；

(b) 如果 �1; �2 2 R且 max¹�1; �2º < 0，则 lim
t!1

j˛ e�1t Cˇ e�2t j D 0；

(c) 如果 �1 D �2 D 0，则函数 f .t/ D ˛ C ˇt:ˇ ¤ 0; t > t0是无界的；

(d) 如果 r > 0且 ˛2 C ˇ2 ¤ 0，则函数 f .t/ D ert.˛ cos st C ˇ sin st/; t > t0是无界的；

(e) 如果 r < 0，则 lim
t!1

jert.˛ cos st C ˇ sin st/j D 0；

(f) 函数 f .t/ D ˛ cos st C ˇ sin st; t > t0是无界的.
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4.6 矩阵 Riemann zeta函数

著名的 Riemann zeta函数 [61, p.265]是一个复变量函数定义为

�.´/ D

1X
nD1

1

n´
D 1 C

1

2´
C � � � C

1

n´
C � � � ; <.´/ > 1:

在本节中，我们考虑一个矩阵 A 2 M2.C/，然后引入（希望是第一次在教材中?!）
矩阵 Riemann zeta函数 �.A/，并讨论它的一些相关性质. 首先，我们定义幂矩阵函数 aA，

其中 a 2 C�且 A 2 M2.C/.
定义 4.6 如果 A 2 M2.C/且 A 2 M2.C/，则 aA D e.Ln a/A.
注 4.9 我们提及一下 [42, p.224] 函数 Ln，称为对数函数，是一个多值函数，对任意
´ 2 C�，定义 Ln.´/ D ln j´j C i.arg ´ C 2kπ/; k 2 Z. 函数 ln ´ D ln j´j C i arg ´，其中

arg ´ 2 .�π; π�称为主值. 在接下来的内容，在这本书中，我们考虑的无论是在理论和问
题上，幂矩阵函数的定义公式 aA D e.ln a/A都指的是主值.
定理 4.13 设 a 2 C�，且 �1; �2是 A 2 M2.C/的特征值，则

aA
D

´
a�1 �a�2

�1��2
A C

�1a�2 ��2a�1

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

.a� ln a/A C a�.1 � � ln a/I2; 如果�1 D �2 D �
:

证 这里的证明只需要根据公式 aA D e.ln a/A，结合定理 4.7即可. �

推论 4.5 幂矩阵函数的性质.

(a) 如果 a 2 C�且 ˛ 2 C，则 a˛I2 D a˛I2.

(b) 如果 A 2 M2.C/，则 1A D I2.

(c) 如果 a 2 C�，则 aO2 D I2.

(d) 如果 A 2 M2.C/，则

iA D cos
�π

2
A
�

C i sin
�π

2
A
�
:

(e) 如果 a 2 C�且 A 2 M2.C/是一个对称矩阵，则 aA也是一个对称矩阵.

(f) 如果 AB D BA，则 aAaB D aACB .

(g) 如果 a; b 2 C�，则 aAbA D .ab/A.

推论 4.6 特殊幂矩阵函数

(a) 如果 a 2 C�且 ˛; ˇ 2 C，则

a

0@˛ 0

0 ˇ

1A
D

�
a˛ 0

0 aˇ

�
:
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(b) 如果 a 2 C�且 ˛; ˇ 2 C，则

a

0@˛ ˇ

0 ˛

1A
D a˛

�
1 ˇ ln a

0 1

�
:

(c) 如果 a 2 C�且 ˛; ˇ 2 C，则

a

0@˛ 0

ˇ ˛

1A
D a˛

�
1 0

ˇ ln a 1

�
:

(d) 如果 a 2 C�且 ˛ 2 C，则

a

0@˛ ˛

˛ ˛

1A
D

1

2

�
a2˛ C 1 a2˛ � 1

a2˛ � 1 a2˛ C 1

�
:

(e) 如果 ˛ 2 C�且 ˛; ˇ 2 C; ˇ ¤ 0，则

a

0@˛ ˇ

ˇ ˛

1A
D

1

2

�
a˛Cˇ C a˛�ˇ a˛Cˇ � a˛�ˇ

a˛Cˇ � a˛�ˇ a˛Cˇ C a˛�ˇ

�
:

定义 4.7 2 � 2矩阵的 Riemann zeta函数.
设 A 2 M2.C/，�1; �2是其特征值. 矩阵 A的 Riemann zeta函数定义为

�.A/ D

1X
nD1

�
1

n

�A

; <.�1/ > 1; <.�2/ > 1:

允许记号的滥用，我们也可以写成 �.A/ D
P1

nD1
1

nA . 接下来的定理利用 A的每一

项的值和 A的特征值给出 �.A/的表达式.

定理 4.14 设 A 2 M2.C/，且 �1; �2是其特征值，满足 <.�1/ > 1; <.�2/ > 1，则

�.A/ D

´
�.�1/��.�2/

�1��2
A C

�1�.�2/��2�.�1/

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

� 0.�/A C
�
�.�/ � �� 0.�/

�
I2; 如果�1 D �2 D �

:

证 由定理 4.13，我们有�
1

n

�A

D

8<:
1

n�1
� 1

n�2

�1��2
A C

�1

n�2
�

�2

n�1

�1��2
I2;如果�1 ¤ �2�

1
n� ln 1

n

�
A C

1
n�

�
1 � � ln 1

n

�
I2;如果�1 D �2 D �

:

181

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

如果 �1 ¤ �2，则

�.A/ D
1

�1 � �2

 
1X

nD1

1

n�1
�

1X
nD1

1

n�2

!
A C

1

�1 � �2

 
�2

1X
nD1

1

n�2
� �1

1X
nD1

1

n�1

!
I2

D
�.�1/ � �.�2/

�1 � �2

A C
�1�.�2/ � �2�.�1/

�1 � �2

I2:

如果 �1 D �2 D �，则

�.A/ D

 
1X

nD1

1

n�
ln

1

n

!
A C

1X
nD1

1

n�

�
1 � � ln

1

n

�
I2

D � 0.�/A C
�
�.�/ � �� 0.�/

�
I2;

定理得证. �

推论 4.7 如果 A 2 M2.C/是一个对称矩阵，则 �.A/也是一个对称矩阵.

推论 4.8 设 a 2 C满足 <.a/ > 1，则 �.aI2/ D �.a/I2.

推论 4.9 特殊矩阵的 zeta函数

(a) 如果 a; b 2 C满足 <.a/ > 1; <.b/ > 1且 a ¤ b，则

�

�
a 0

0 b

�
D

�
�.a/ 0

0 �.b/

�
:

(b) 如果 a; b 2 C满足 <.a/ > 1，则

�

�
a b

0 a

�
D

�
�.a/ b� 0.a/

0 �.a/

�
:

(c) 如果 a; b 2 C满足 <.a/ > 1，则

�

�
a 0

b a

�
D

�
�.a/ 0

b� 0.a/ �.a/

�
:

(d) 如果 a; b 2 C满足 <.a ˙ b/ > 1，则

�

�
a b

b a

�
D

1

2

�
�.a C b/ C �.a � b/ �.a C b/ � �.a � b/

�.a C b/ � �.a � b/ �.a C b/ C �.a � b/

�
:
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4.7 矩阵 Gamma函数

Euler的 Gamma函数 � [61, p.235]是一个复变量函数，定义为

�.´/ D

Z 1

0

t´�1 e�t dt; <.´/ > 0:

我们将此定义推广到二阶矩阵.

定义 4.8 2 � 2矩阵 Gamma函数
如果 A 2 M2.C/，�1; �2是 A的特征值，且 <.�i/ > 0; i D 1; 2，则我们定义

�.A/ D

Z 1

0

tAt�1 e�t dt D

Z 1

0

tA�I2 e�t dt:

接下来的定理用 A的每一项的值和 A的特征值给出 �.A/的表达式.

定理 4.15 设 A 2 M2.C/，�1; �2是 A的特征值，且 <.�i/ > 0; i D 1; 2，则

�.A/ D

´
�.�1/��.�2/

�1��2
A C

�1�.�2/��2�.�1/

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

� 0.�/A C
�
�.�/ � �� 0.�/

�
I2; 如果�1 D �2 D �

:

证 由定理 4.13，我们有

tA
D

´
t�1 �t�2

�1��2
A C

�1t�2 ��2t�1

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

.t� ln t /A C t�.1 � � ln t /I2; 如果�1 D �2 D �
:

如果 �1 ¤ �2，则

�.A/ D
1

�1 � �2

�Z 1

0

t�1�1 e�t dt �

Z 1

0

t�2�1 e�t dt

�
A

C
1

�1 � �2

�
�1

Z 1

0

t�2�1 e�t dt � �2

Z 1

0

t�1�1 e�t dt

�
I2

D
�.�1/ � �.�2/

�1 � �2

A C
�1�.�2/ � �2�.�1/

�1 � �2

I2;

如果 �1 D �2 D �，则

�.A/ D

�Z 1

0

t��1 e�t ln t dt

�
A C

�Z 1

0

t��1 e�t dt � �

Z 1

0

t��1 e�t ln t dt

�
I2

D � 0.�/A C
�
�.�/ � �� 0.�/

�
I2;

定理得证. �
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推论 4.10 特殊矩阵的 gamma函数

(a) 如果 a 2 C满足 <.a/ > 0，则 �.aI2/ D �.a/I2.

(b) 如果 ˛; ˇ 2 C满足 <.a/ > 0; <.ˇ/ > 0，则

�

�
˛ 0

0 ˇ

�
D

�
�.˛/ 0

0 �.ˇ/

�
:

(c) 如果 ˛; ˇ 2 C满足 <.a/ > 0，则

�

�
˛ ˇ

0 ˛

�
D

�
�.˛/ ˇ� 0.˛/

0 �.˛/

�
:

(d) 如果 ˛; ˇ 2 C满足 <.˛ ˙ ˇ/ > 0，则

�

�
˛ ˇ

ˇ ˛

�
D

1

2

�
�.˛ C ˇ/ C �.˛ � ˇ/ �.˛ C ˇ/ � �.˛ � ˇ/

�.˛ C ˇ/ � �.˛ � ˇ/ �.˛ C ˇ/ C �.˛ � ˇ/

�
:

引理 4.6 一个矩阵差分公式.
如果 A 2 M2.C/满足 <.�i/ > 0; i D 1; 2，则 �.I2 C A/ D A�.A/.

证 首先我们注意到 I2 C A的特征值为 1 C �1和 1 C �2. 利用定理 4.15我们有

�.I2 C A/ D

8<:�1�.�1/��2�.�2/

�1��2
A �

�1�2

�
�.�1/��.�2/

�
�1��2

I2; 如果�1 ¤ �2

� 0.1 C �/A � �2� 0.�/I2; 如果�1 D �2 D �
:

如果 �1 ¤ �2，Cayley–Hamilton定理说明 A2 � .�1 C �2/A C �1�2I2 D O2. 我们应
用定理 4.15得到

A�.A/ D
�.�1/ � �.�2/

�1 � �2

A2
C

�1�.�2/ � �2�.�1/

�1 � �2

A

D
�1�.�1/ � �2�.�2/

�1 � �2

A �
�1�2

�
�.�1/ � �.�2/

�
�1 � �2

I2:

如果 �1 D �2 D �，Cayley–Hamilton定理说明 A2 � 2�A C �2I2 D O2. 由定理 4.15
我们有

A�.A/ D � 0.�/A2
C
�
�.�/ � �� 0.�/

�
A D � 0.1 C �/A � �2� 0.�/I2;

引理得证. �
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推论 4.11 两个 Gamma函数称的乘积.
设实数 ˛满足 0 < ˛ < 1，̌ D C且 A D

�
˛ ˇ

0 ˛

�
. 则

�.A/�.I2 � A/ D
π

sin.π˛/

�
1 �πˇ cos.π˛/

0 1

�
:

证 利用推论 4.10的 (c)和公式 �.˛/�.1 � ˛/ D
π

sin.π˛/
. �

4.8 问题

4.1 证明：如果 A D

�
0 1

1 0

�
，则

An
D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
 

0 1

1 0

!
; 如果 n为奇数 

1 0

0 1

!
; 如果 n为偶数

:

推断 A1 D lim
n!1

An不存在. 提示：可以通过检验 A的特征值是˙1来得到这里的结论.

注 4.10 上述问题中的矩阵 A称为转移矩阵或双随机矩阵. 这种矩阵具有的一条性质
就是其所有项大于或等于 0且其所有行和列项之和等于 1.
4.2 设 A 2 M2.C/，证明：lim

n!1
An D O2当且仅当 �.A/ < 1.

4.3 设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < 1，且整数 k > 1，证明：lim
n!1

nkAn D O2.

4.4 如果A; B 2 M2.C/满足AB D BA且 lim
n!1

An D O2; lim
N !1

Bn D O2，则 lim
n!1

.AB/n D

O2.
4.5 设 A 2 M2.C/，且 n 2 N，利用 A的 Jordan标准形证明

lim
n!1

�
I2 C

A

n

�n

D eA 且 lim
n!1

�
I2 �

A

n

�n

D e�A :

4.6 [63, p.339]设 A D

�
1 � a b

a 1 � b

�
; B D

�
�a b

a �b

�
，其中 0 < a < 1; 0 < b < 1. 证

明：An D I2 C
1�.1�a�b/n

aCb
B; n 2 N，并计算 lim

n!1
An.

注 4.11 上述问题中的矩阵 A称为左随机矩阵或者列随机矩阵. 一个左随机矩阵是一
个方阵，其每个元素都是非负的，且每一列的和等于 1.

4.7 [1]令 B.x/ D

�
1 x

x 1

�
. 考虑无穷矩阵乘积

M.t/ D B.2�t/B.3�t/B.5�t/ � � � D
Y

p

B.p�t/; t > 1;
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其中乘积按从小到大的顺序遍历所有的素数，计算M.t/.
4.8 令

A.x/ D

�
xx 1

.1 � x/3 xx

�
2 M2.R/ 且设 An.x/ D

�
an.x/ bn.x/

cn.x/ dn.x/

�
; n 2 N:

计算 lim
n!1

an.x/�dn.x/

cn.x/
.

4.9 计算 �
1 C

1
n

1
n

1
n

1

�n

; n 2 N:

4.10 证明：

lim
n!1

�
1 1

n
1
n

1 C
1

n2

�n

D

�
cosh 1 sinh 1

sinh 1 cosh 1

�
:

4.11 计算

lim
n!1

�
1 �

1
n2

1
n

1
n

1 C
1

n2

�
:

4.12 [29]令 A D

�
3 1

�4 �1

�
，计算

lim
n!1

1

n

�
I2 C

An

n

�n

和 lim
n!1

1

n

�
I2 �

An

n

�n

:

4.13 令 A D

�
2 �1

�2 3

�
，计算

lim
n!1

�
cos2 A

n C 1
C

cos2.2A/

n C 2
C � � � C

cos2.nA/

2n

�
:

4.14 Gelfand谱半径公式，1941.
设 A D

�
a b

c d

�
2 M2.C/，且设 kAk表示 A的 Frobenius范数，其定义为

kAk D
p

Tr.AA�/ D
p

jaj2 C jb2j C jcj2 C jd j2:

证明：

�.A/ D lim
n!1

kAn
k

1
n :

4.15矩阵的极限，n次方根与范数. 令 A D

�
3 �1

4 �2

�
.

(a) 计算

lim
n!1

n
p

kA.A C I2/.A C 2I2/ � � � .A C nI2/k

n
:
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(b) 计算

lim
n!1

n
r

kA.A C 2I2/.A C 4I2/ � � � .A C 2nI2/k

nŠ
:

(c) 计算

lim
n!1

k.A C .n C 1/I2/.A C .n C 4/I2/ � � � .A C .4n � 2/I2/k

k.A C nI2/.A C .n C 3/I2/ � � � .A C .4n � 3/I2/k
;

其中 kAj表示问题 4.14中定义的 A的范数.

4.16 矩阵形式的勾股定理矩阵 A 的 Frobenius 范数，也称为 Euclid 范数或 Hilbert–
Schmidt范数，定义为 kAk D

p
Tr.AA�/. 证明：如果 A 2 M2.C/，则 kAk2 D k<.A/k2 C

k=.A/k2，其中 <.A/和 =.A/分别表示 A的实部和虚部.

4.17 一个好问题. 令 A D

�
2 1

�1 0

�
，证明：

(a) 对 n > 1，有 An D

�
n C 1 n

�n 1 � n

�
；

(b) eA D e A；

(c) eAx D ex

�
x C 1 x

�x 1 � x

�
; x 2 R.

4.18 对下列矩阵，计算 eA：

(a) A D

�
3 �1

1 1

�
；

(b) A D

�
4 �2

6 �3

�
.

4.19 证明：

e

0@0 1

1 0

1A
D

�
cosh 1 1 sinh 1

sinh 1 cosh 1

�
:

4.20 设 ˛; ˇ 2 R.

(a) 证明：

e

0@ 0 iˇ
iˇ 0

1A
D

�
cos ˇ i sin ˇ

i sin ˇ cos ˇ

�
:

(b) 证明：

e

0@˛ iˇ
iˇ ˛

1A
D e˛

�
cos ˇ i sin ˇ

i sin ˇ cos ˇ

�
:
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4.21一个指数形式的旋转矩阵.
如果 � 2 R且 J2 D

�
0 1

�1 0

�
，则

e��J2 D

�
cos � � sin �

sin � cos �

�
:

注 4.12 我们注释一下，根据定理 1.3，这个问题其实是复分析里面著名的 Euler公式
ei� D cos � C i sin � 的矩阵版本.
4.22 设 A 2 M2.C/.

(a) 证明：如果 eA是一个三角形矩阵，且不形如 ˛I2; ˛ 2 C，则 A也是一个三角形矩阵.

(b) 说明如果 eA是三角形矩阵，A不一定是三角形矩阵.

4.23 证明：

e

0@ a 1

�1 a

1A
D ea

�
cos 1 sin 1

� sin 1 cos 1

�
; a 2 R:

4.24 设 a; b 2 R，计算 eA，其中 A D

�
a b

�b a

�
.

4.25 [6, p.205]设 t 2 R且令 A.t/ D

�
t t � 1

0 1

�
，证明：eA.t/ D e A.et�1/.

4.26 设 A 2 M2.C/，证明：如果 �是 A的特征值，则 e� 是 eA 的特征值，且 det.eA/ D

eTr.A/.

4.27交换指数.
设 A; B 2 M2.C/的特征值都是实数，证明：如果 eA 与 eB 可交换，则 A与 B

可交换.
注意. 如果 A和 B 有复特征值，结论就不再成立了. 如果 A D

�
0 π

�π 0

�
且

B D

�
0 .7 C 4

p
3/π

.�7 C 4
p

3/π 0

�
，则 eA D eB D �I2;eACB D I2，且 AB ¤ BA

[9, p.709].
更一般地，如果 .xn; yn/ ¤ .1; 0/是 Pell方程 x2 � dy2 D 1; d 2 N; d > 2的正

整数解，且

A D

�
0 π

�π 0

�
以及 B D

�
0 .xn C

p
dyn/π

.�xn C
p

dyn/π 0

�
;

则 eA D eB D �I2 且 AB ¤ BA. 进一步，如果 1 C xn D 2k2; k 2 N，则 eACB D I2，

所以 eA eB D eB eA D eACB .
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4.28 [25]指数矩阵何时成为整数矩阵?
设 A 2 M2.Z/，证明：eA 2 M2.Z/当且仅当 A2 D O2.

4.29一个矩阵分析的瑰宝.
设 A 2 M2.Z/，证明：

sin A 2 M2.Z/当且仅当 A2 D O2；

cos A 2 M2.Z/当且仅当 A2 D O2.

4.30另一个矩阵分析的瑰宝.
设 A 2 M2.Q/满足 �.A/ < 1，证明：

ln.I2 � A/ 2 M2.Q/当且仅当 A2 D O2；

ln.I2 C A/ 2 M2.Q/当且仅当 A2 D O2.

4.31 设 A; B; C 2 M2.R/是可交换的矩阵，证明：如果 cos A C cos B C cos C D O2 且

sin A C sin B C sin C D O2，则

(a) cos.2A/ C cos.2B/ C cos.2C / D O2；

(b) sin.2A/ C sin.2B/ C sin.2C / D O2；

(c) cos.3A/ C cos.3B/ C cos.3C / D O2；

(d) sin.3A/ C sin.3B/ C sin.3C / D O2．

4.32 证明：

(a) e

0@a b

b a

1A
D ea

�
cosh b sinh b

sinh b cosh b

�
; a; b 2 C；

(b) e

0@0 a

b 0

1A
D

 
cosh

p
ab a

p
ab

sinh
p

ab
b

p
ab

sinh
p

ab cosh
p

ab

!
; a; b 2 R; ab > 0；

(c) e

0@1 1

1 0

1A
D

1
p

5

�
˛ e˛ �ˇ eˇ e˛ �eˇ

e˛ �eˇ ˛ eˇ �ˇ e˛

�
; ˛ D

1C
p

5
2

; ˇ D
1�

p
5

2
；

(d)
P1

nD1
1

.2n�1/A D .I2 � 2�A/�.A/，其中 A 2 M2.C/; <.�1/ > 1; <.�2/ > 1.

4.33旋转矩阵的函数.
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设 � 2 R，且函数 f 在 0处的泰勒级数展开式为

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
´n; j´j < R;

其中 R > 1. 证明：

f

�
cos � � sin �

sin � cos �

�
D

1

2

�
f .ei�/ C f .e�i�/ f .e�i�/ � f .e�i�/

f .ei�/ � f .e�i�/ f .ei�/ C f .e�i�/

�
:

4.34循环矩阵的函数.

(a) 设 ˛; ˇ 2 R，证明：

cos
�

˛ ˇ

ˇ ˛

�
D

�
cos ˛ cos ˇ � sin ˛ sin ˇ

� sin ˛ sin ˇ cos ˛ cos ˇ

�
:

(b) 设函数 f 在 0处的泰勒级数展开式为

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
´n; j´j < R;

其中 R 2 .0; C1�，且设 ˛; ˇ 2 R满足 j˛ ˙ ˇj < R. 证明：

f

�
˛ ˇ

ˇ ˛

�
D

1

2

�
f .˛ C ˇ/ C f .˛ � ˇ/ f .˛ C ˇ/ � f .˛ � ˇ/

f .˛ C ˇ/ � f .˛ � ˇ/ f .˛ C ˇ/ C f .˛ � ˇ/

�
:

4.35复数与矩阵公式. 承蒙定理 1.3.
根据定理 1.3，复数 ´ D x C iy; x; y 2 R可以表示成实矩阵 A D

�
x �y

y x

�
.

(a) 相应于共轭复数 ´ D x � iy 的矩阵是伴随矩阵 A� D

�
x y

�y x

�
.

(b) .x C iy/.x � iy/ D x2 C y2且�
x �y

y x

��
x y

�y x

�
D .x2

C y2/I2:

(c) .x C iy/.a C ib/ D xa � yb C i.xb C ya/且�
x �y

y x

��
a �b

b a

�
D

�
xa � yb �.xb C ya/

xb C ya xa � yb

�
:
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(d) 1
xCiy D

x�iy
x2Cy2 ; x2 C y2 ¤ 0且�

x �y

y x

��1

D
1

x2 C y2

�
x y

�y x

�
:

(e) in D cos nπ
2

C i sin nπ
2
且�

0 �1

1 0

�n

D

�
cos nπ

2
� sin nπ

2

sin nπ
2

cos nπ
2

�
:

(f) de Moivre公式. .cos � C i sin �/n D cos.n�/ C i sin.n�/; n 2 N; � 2 R且�
cos � � sin �

sin � cos �

�n

D

�
cos.n�/ � sin.n�/

sin.n�/ cos.n�/

�
:

(g) .x C iy/n D �n
�

cos.n�/ C i sin.n�/
�
; � D

p
x2 C y2; � 2 Œ0; 2π/且�

x �y

y x

�n

D �n

�
cos.n�/ � sin.n�/

sin.n�/ cos.n�/

�
:

(h) Euler公式. ei� D cos � C i sin �; � 2 R且

e

0@0 ��

� 0

1A
D

�
cos � � sin �

sin � cos �

�
:

(i) exCiy D ex.cos y C i sin y/且

e

0@x �y

y x

1A
D ex

�
cos y � sin y

sin y cos y

�
:

(j) sinh.x C iy/ D sinh x cos y C i cosh x sin y 且

sinh
�

x �y

y x

�
D

�
sinh x cos y � cosh x sin y

cosh x sin y sinh x cos y

�
:

(k) cosh.x C iy/ D cosh x cos y C i sinh x sin y 且

cosh
�

x �y

y x

�
D

�
cosh x cos y � sinh x sinh y

sinh x sin y cosh x cos y

�
:

(l) sin.x C iy/ D sin x cosh y C i cos x sinh y 且

sin
�

x �y

y x

�
D

�
sin x cosh y � cos x sinh y

cos x sinh y sin x cosh y

�
:
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(m) cos.x C iy/ D cos x cosh y � i sin x sinh y 且

cos
�

x �y

y x

�
D

�
cos x cosh y sin x sinh y

� sin x sinh y cos x cosh y

�
:

(n) 如果 f .x C iy/ D u.x; y/ C iv.x; y/，则

f

�
x �y

y x

�
D

�
u.x; y/ �v.x; y/

v.x; y/ u.x; y/

�
:

4.36 在M2.C/中解方程 eA D ˛I2; ˛ 2 C�.

4.37 在M2.C/中解方程 eA D

�
a 0

0 b

�
; a; b 2 C�; a ¤ b.

4.38一个循环指数方程.
在M2.C/中解方程 eA D

�
0 1

1 0

�
.

4.39一个三角形指数方程.
在M2.C/中解方程 eA D

�
a a

0 a

�
; a 2 C�.

4.40 验证恒等式 sin.2A/ D 2 sin A cos A，其中 A D

�
π � 1 1

�1 π C 1

�
.

4.41 如果 A 2 M2.C/是一个幂等矩阵且 k 2 Z，则 sin.kπA/ D O2.

4.42 (a)是否存在矩阵 A 2 M2.C/满足 sin A D

�
1 2016

0 1

�
?

(b)是否存在矩阵 A 2 M2.C/使得 cosh A D

�
1 ˛

0 1

�
; ˛ ¤ 0?

4.43 设矩阵 A 2 M2.C/满足 det A D 0，证明：

如果 Tr.A/ D 0，则 2A D I2 C .ln 2/A；

如果 Tr.A/ ¤ 0，则 2A D I2 C
2Tr.A/�1

Tr.A/
A.

4.44 设 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/，证明：

An
D

�
an bn

cn d n

�
; 8n 2 N

当且仅当 A具有以下形式：�
˛ 0

˛ 0

�
;

�
0 ˛

0 ˛

�
;

�
0 0

˛ ˛

�
;

�
˛ ˛

0 0

�
;

�
˛ 0

0 ˇ

�
; ˛; ˇ 2 R:
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挑战性问题.

求出所有矩阵 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/满足 sin A D

�
sin a sin b

sin c sin d

�
. 所有以上列

出的矩阵都满足这个方程，是否还有其他矩阵呢?

求出所有矩阵 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/满足 cos A D

�
cos a cos b

cos c cos d

�
.

4.45 [31]是否存在矩阵 A D

�
a b

c d

�
满足 eA D

�
ea eb

ec ed

�
?

4.46矩阵的导数.

(a) 设方阵 A; B 的每一项都是可微的函数，证明：.AB/0 D A0B C AB 0.

(b) 可以证明，如果 A是可微的可逆矩阵，则 A�1也是可微的.

证明：.A�1/0 D �A�1A0A�1.

计算 A�n D .A�1/n的导数，其中整数 n > 2.

4.47 [6, p.205]如果 A.t/是一个 t 的数量值函数，eA.t/ 的导数是 eA.t/ A0.t/. 当 A.t/ D�
1 t

0 0

�
时，计算eA.t/的导数，并说明此时的结果既不等于eA.t/ A0.t/也不等于A0.t/eA.t/.

微分方程组

4.48 解微分方程组 ´
x0

1 D x1 � 4x2

x0
2 D �2x1 C 3x2

:

4.49 设实数 a > 0，且令 A D

�
1 1

�a 1

�
.

(a) 计算 eAt ; t 2 R.

(b) 解微分方程组 ´
x0

D x C y

y 0
D �ax C y

:

注 4.13 这个问题启发于 [52, Example 5.2.5, p.238].

4.50 令 A D

�
2 1

3 4

�
.

(a) 计算 eAt ; t 2 R.
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(b) 解微分方程组 ´
x0

D 2x C y

y 0
D 3x C 4y

;

初值条件为 x.0/ D 2; y.0/ D 4.

4.51 令 A D

�
�4 1

�1 �2

�
.

(a) 计算 eAt ; t 2 R.

(b) 解微分方程组 ´
x0

D �4x C 2y

y 0
D �x � 2y C et

;

初值条件为 x.0/ D 1; y.0/ D 7.

4.52 (a) 证明：线性微分方程组 S0 W tX 0.t/ D AX.t/，其中 A 2 M2.R/; t > 0 的解为

X.t/ D tAC，其中 C 是一个常向量.
(b)求非齐次线性微分方程组S W tX 0.t/ D AX.t/ C F.t/的解，其中 F 是一个连续的函

数向量.
4.53 解微分方程组 ´

tx0
D �x C 3y C 1

ty 0
D x C y C 1

;

初值条件为 x.0/ D
1
2
; y.0/ D

3
2
.

齐次线性微分方程组的稳定性

4.54 根据参数 a; b; c; d 2 R的值，讨论以下方程组的稳定性：´
x0

D ax C by

y 0
D cx C dy

:

4.55 根据参数 a 2 R的值，讨论以下方程组的稳定性：´
x0

D �a2x C ay

y 0
D x � y

:

4.56 根据参数 a 2 R的值，讨论以下方程组的稳定性：´
x0

D �ax C .a � 1/y

y 0
D x

:
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4.57 根据参数 b; c 2 R的值，讨论以下方程组的稳定性：´
x0

D by

y 0
D cx

:

4.58 根据参数 a; b 2 R的值，讨论以下方程组的稳定性：´
x0

D �x C ay

y 0
D bx � y

:

4.59 根据参数 a; b 2 R的值，讨论以下方程组的稳定性：´
x0

D ax C y

y 0
D bx C ay

:

矩阵级数

4.60 设 x 2 R; A D

�
�1 x

0 �1

�
，证明：

1X
nD1

An

n2
D

 
�

π2

12
x ln 2

0 �
π2

12

!
:

注 4.14 这个问题启发于 [63, problem12, p.65].
4.61 设 A 2 M2.C/，证明：

1X
nD0

A3n

.3n/Š
D

1

3

 
eA

C2e� A
2 cos

p
3A

2

!
:

4.62矩阵的 Abel分部求和公式.
设 .an/n>1 是一列复数，.Bn/n>1 2 M2.C/是一列矩阵，且令 An D

Pn
kD1 ak，

则

(a) 有限形式
nX

kD1

akBk D AnBnC1 C

n�1X
kD1

Ak.Bk � BkC1/；

(b) 无限形式
1X

kD1

akBk D lim
n!1

AnBnC1 C

1X
kD1

Ak.Bk � BkC1/;

如果右边的极限是有限的，且级数是收敛的.

195

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

注 4.15 我们提及一下，实数或者复数的 Abel分部求和公式的应用可以参考 [11, p.55]，
[22, p.258]，[57, p.26].
4.63 Fibonacci数列的“矩阵母函数”.

设 .Fn/n>0表示 Fibonacci数列，定义为 F0 D 0; F1 D 1; FnC1 D Fn C Fn�1; 8n > 1.
证明：

1X
nD1

FnAn�1
D .I2 � A � A2/�1; 8A 2 M2.C/满足 �.A/ <

p
5 � 1

2
:

4.64 设整数 n > 1，第 n个调和数Hn定义为

Hn D 1 C
1

2
C

1

3
C � � � C

1

n
:

设 x是一个实数，̨ 2 .�1; 1/，且令 A D

�
˛ x

0 ˛

�
; B D

�
0 x

0 0

�
.

(a) 证明：
1X

nD1

HnAn
D �

ln.1 � ˛/

1 � ˛
I2 C

1 � ln.1 � ˛/

.1 � ˛/2
B:

(b) 证明：

1X
nD1

Hn

n C 1
An

D
ln2.1 � ˛/

2˛
I2 �

�
ln.1 � ˛/

˛.1 � ˛/
C

ln2.1 � ˛/

2˛2

�
B; ˛ ¤ 0:

4.65两个调和数的母函数.
设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < 1，且设Hn表示第 n个调和数. 证明：

(a)
P1

nD1 HnAn D �.I2 � A/�1 ln.I2 � A/；

(b)
P1

nD1 nHnAn D A
�
I2 � ln.I2 � A/

�
.I2 � A/�2.

4.66截尾 ln 1
2
的一个幂级数.

设 A 2 M2.R/满足 �.A/ < 1，且设 �1; �2是 A的实特征值. 证明：

1X
nD1

�
ln

1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n

�
An

D

8<:.I2 � A/�1
�

ln.I2 C A/ � .ln 2/A
�
; 如果 0 < j�1j; j�2j < 1

1
1�Tr.A/

�
ln
�

1CTr.A/

�
Tr.A/

� ln 2

�
A; 如果�1 D 0; 0 < j�2j < 1

:
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4.67一个对数级数的截尾求和.
设矩阵 A 2 M2.R/的特征值都在区间 .�1; 1/内.

(a) 证明：

lim
n!1

n

�
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

An

n

�
D O2:

(b) 证明：

1X
nD1

�
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

An

n

�
D � ln.I2 � A/ � A.I2 � A/�1:

4.68对数级数与调和数.
设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < 1，证明：

(a) H1 C H2 C � � � C Hn D .n C 1/Hn � n; 8n > 1；

(b)
P1

nD1 Hn

�
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

An

n

�
D
�
A C ln.I2 � A/

�
.I2 � A/�1.

4.69一个反正切级数
设矩阵 A 2 M2.R/的特征值都在区间 .�1; 1/内.

(a) 证明：

lim
n!1

n

�
arctan A � A C

A3

3
C � � � C .�1/n A2n�1

2n � 1

�
D O2:

(b) 证明：

1X
nD1

�
arctan A � A C

A3

3
C � � � C .�1/n A2n�1

2n � 1

�
D

A

2
.I2 C A2/�1

�
arctan A

2
:

4.70 eA的截尾求和.
设 A 2 M2.C/，证明：

(a)
P1

nD0

�
eA �I2 �

A
1Š

�
A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D AeA；

(b)
P1

nD0 n
�
eA �I2 �

A
1Š

�
A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D

A2

2
eA.

注 4.16 一个矩阵级数和 Touchard多项式.
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一般地，如果整数 p > 1，且 A 2 M2.C/，则

1X
nD0

np

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D eA

pX
kD1

S.p; k/

k C 1
AkC1;

其中 S.p; k/是第二类 Stirling数 [59, p.58].
多项式Qp.x/ D

Pn
kD1 S.p; k/xk，其中 S.p; k/是第二类 Stirling数，Qp.x/在数学

文献中就是著名的 Touchard多项式 [13].
这个问题启发于计算级数

1X
nD0

np

�
ex

�1 �
1

1Š
� � � � �

xn

nŠ

�
;

其中整数 p > 1而 x 2 R（见 [24]），解答参见 [44].

4.71 设整数 k > 0，且设 A 2 M2.C/，证明：

1X
nD0

�
n

k

��
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D

AkC1

.k C 1/Š
eA :

4.72 设 A 2 M2.C/，证明：

(a)
P1

nD1.�1/b n
2

c

�
eA �I2 �

A
1Š

�
A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D I2 � cos A；

(b)
P1

nD1.�1/b n
2

c

�
eA �I2 �

A
1Š

�
A2

2Š
� � � � �

An�1

.n�1/Š

�
D sin A.

这里 bac表示 a的整数部分.

4.73 设函数 f 在 0处的 Taylor级数展开式为

f .´/ D

1X
nD0

f .n/.0/

nŠ
´n; j´j < R;

其中 R 2 .0; C1�，且设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < R. 证明：

(a)
P1

nD0

�
f .A/ � f .0/I2 �

f 0.0/

1Š
A � � � � �

f .n/.0/

nŠ
An
�

D Af 0.A/；

(b)
P1

nD0 n
�
f .A/ � f .0/I2 �

f 0.0/

1Š
A � � � � �

f .n/.0/

nŠ
An
�

D
A2

2
f 00.A/.

4.74一个指数幂级数.
设 A 2 M2.C/; x 2 R.
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(a) 证明：

1X
nD1

xn

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D

´
x eA �eAx

1�x
C I2; 如果 x ¤ 1

AeA CI2 � eA; 如果 x D 1
:

(b) 证明：
1X

nD1

.�1/n�1

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D cosh A � I2:

4.75同一主题的变体.
设 A 2 M2.C/，�1; �2是 A的特征值，且令

S.A/ D

1X
nD1

�
e �1 �

1

1Š
�

1

2Š
� � � � �

1

nŠ

�
An:

证明：

(a) S.A/ D I2 C
e�2 �e �2

.�2�1/2 .A � I2/，如果 �1 D 1; �2 ¤ 1；

(b) S.A/ D I2 C
e�1 �e �1

.�1��2/.�1�1/
.A � �2I2/ C

e�2 �e �2

.�2��1/.�2�1/
.A � �1I2/，如果 �1 ¤ 1; �2 ¤

1; �1 ¤ �2.

(c) S.A/ D
�
1 �

e
2

�
I2 C

e
2
A，如果 �1 D �2 D 1；

(d) S.A/ D

�
e� �e �

��1
C 1

�
I2 C

�e� �2e� Ce
.��1/2 .A � �I2/，如果 �1 D �2 D � ¤ 1.

4.76正弦和余弦级数.
设 A 2 M2.C/，证明：

(a)
P1

nD0

�
cos A � I2 C

A2

2Š
� � � � � .�1/n A2n

.2n/Š

�
D �

A sin A
2
；

(b)
P1

nD1

�
sin A � A C

A3

3Š
� � � � � .�1/n�1 A2n�1

.2n�1/Š

�
D

A cos A�sin A
2

.

4.77 (a)设 A D

�
�1 x

0 �1

�
2 M2.R/，证明：

1X
nD1

�
�.3/ � 1 �

1

23
� � � � �

1

n3

�
An

D

 
�

�.3/

8

�
7�.3/

16
�

�.2/

4

�
x

0 �
�.3/

8

!
;

其中 � 表示 Riemann zeta函数.
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(b)设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < 1，证明：

1X
nD1

�
�.3/ � 1 �

1

23
� � � � �

1

n3

�
An

D
�
�.3/A � Li3.A/

�
.I2 � A/�1;

其中 Li3表示多重对数函数.

注 4.17 一般地，如果 A 2 M2.C/满足 �.A/ < 1，则

1X
nD1

�
�.k/ � 1 �

1

2k
� � � � �

1

nk

�
An

D
�
�.k/A � Lik.A/

�
.I2 � A/�1;

其中整数 k > 3，Lik 表示多重对数函数.
4.78 (a)如果 a 2 C满足 <.a/ > 2，则

P1

nD1
n

naI2
D �.a � 1/I2.

(b)如果 ˛; ˇ 2 C满足 <.˛/ > 2，则

1X
nD1

n

n

0@˛ ˇ

0 ˛

1A D

�
�.˛ � 1/ ˇ� 0.˛ � 1/

0 �.˛ � 1/

�

4.79计算 �.A � I2/.
设 A 2 M2.C/，�1; �2是其特征值，则

(a) 如果 �1 ¤ �2; <.�1/ > 2; <.�2/ > 2，则

1X
nD1

n

nA
D

�.�1 � 1/ � �.�2 � 1/

�1 � �2

A C
�1�.�2 � 1/ � �2�.�1 � 1/

�1 � �2

I2:

(b) 如果 �1 D �2 D �; <.�/ > 2，则

1X
nD1

n

nA
D � 0.� � 1/A C

�
�.� � 1/ � �� 0.� � 1/

�
I2:

注 4.18 如果整数 k > 1，由定理 4.14，我们也可以将矩阵 zeta函数

�.A � kI2/ D

1X
nD1

nk

nA

用 A的特征值来表示，其中 A 2 M2.C/满足 <.�1/ > k C 1且 <.�2/ > k C 1.
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4.80 �.A/的截尾求和.
设 A 2 M2.C/，�1; �2是其特征值.

(a) 证明：如果矩阵 A满足 <.�i/ > 2; i D 1; 2，则

1X
nD1

�
�.A/ �

1

1A
�

1

2A
� � � � �

1

nA

�
D �.A � I2/ � �.A/:

(b) 证明：如果矩阵 A满足 <.�1/ > 3; i D 1; 2，则

1X
nD1

n

�
�.A/ �

1

1A
�

1

2A
� � � � �

1

nA

�
D

�.A � 2I2/ � �.A � I2/

2
:

矩阵积分

4.81 二重对数函数Li2是一个特殊函数，对 j´j 6 1，其定义为

Li2.´/ D

1X
nD1

´n

n2
D �

Z ´

0

ln.1 � t/

t
dt:

设 a 2 Œ�1; 1/n¹0º; b 2 R，且设 A D

�
a b

0 a

�
，证明：

Z 1

0

ln.I2 � Ax/

x
dx D

�
� Li2.a/ b ln.1�a/

a

0 � Li2.a/

�
:

4.82 设 A 2 M2.C/，�1; �2是 A的特征值，证明：Z 1

0

ln.I2 � Ax/

x
dx D

´
�A; 如果�1 D �2 D 0

��.2/A; 如果�1 D 0; �2 D 1
;

其中 � 表示 Riemann zeta函数.
4.83 设 A 2 M2.C/，�1; �2是其特征值，且 �.A/ < 1. 证明：Z 1

0

ln.I2 � Ax/

x
dx

D

8̂<̂
:

Li2.�2/�Li2.�1/

�1��2
A C

�2 Li2.�1/��1 Li2.�2/

�1��2
I2; 如果�1 ¤ �2

�A; 如果�1 D �2 D 0
ln.1��/

�
A �

�
Li2.�/ C ln.1 � �/

�
I2; 如果�1 D �2 D � ¤ 0

:

4.84 (a)设矩阵 A 2 M2.C/的特征值均为 0，证明：Z 1

0

ln2.I2 � Ax/

x
dx D O2:
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(b)一个矩阵对数积分与 Apéry常数. 设矩阵 A 2 M2.C/的特征值为 0和 1，证明：Z 1

0

ln2.I2 � Ax/

x
dx D 2�.3/A;

其中 � 表示 Riemann zeta函数.
注意. 常数 �.3/ D

P1

nD1
1

n3 D 1:2020569031 � � � 在数学文献中称为 Apéry 常数.
1979年，Apéry [5]神奇地证明了 �.3/是无理数而震惊了数学界.
4.85 设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < 1，�1; �2是其特征值，证明：Z 1

0

ln.I2 � Ax/ dx

D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

�
A
2

; 如果�1 D �2 D 0

�

��
1�Tr.A/

�
ln
�

1�Tr.A/

�
Tr2.A/

C
1

Tr.A/

�
A; 如果�1 D 0; 0 < j�2j < 1

.I2 � A�1/ ln.I2 � A/ � I2; 如果 0 < j�1j; j�2j < 1

:

4.86 设 A 2 M2.R/，�1; �2是其特征值，证明：

Z 1

0

eAx dx D

8̂<̂
:

I2 C
A
2

; 如果�1 D �2 D 0

I2 C
eTr.A/ �1�Tr.A/

Tr2.A/
A; 如果�1 D 0; �2 ¤ 0

.eA �I2/A�1; 如果�1; �2 ¤ 0

;

4.87 设 A 2 M2.R/，�1; �2是其特征值.

(a) 证明： Z 1

0

cos.Ax/ dx D

8̂<̂
:

I2; 如果�1 D �2 D 0

I2 C
sin Tr.A/�Tr.A/

Tr2.A/
A; 如果�1 D 0; �2 ¤ 0

A�1 sin A; 如果�1; �2 ¤ 0

:

(b) 证明： Z 1

0

sin.Ax/ dx D

8̂<̂
:

A
2

; 如果�1 D �2 D 0
1�cos Tr.A/

Tr2.A/
A; 如果�1 D 0; �2 ¤ 0

A�1.I2 � cos A/; 如果�1; �2 ¤ 0

:

(c) 证明：

Z 1

0

Z 1

0

sin A.x C y/ dx dy D

8̂<̂
:

A; 如果�1 D �2 D 0
2 sin Tr.A/�sin 2 Tr.A/

Tr3.A/
; 如果�1 D 0; �2 ¤ 0

A�2
�
2 sin A � sin.2A/

�
; 如果�1; �2 ¤ 0

:
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4.88 设 A 2 M2.R/，证明：“
R2

vTAv e�vTv dx dy D
π
2

Tr.A/; 其中 v D

�
x

y

�
:

4.89 设对称矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为正数.

(a) 证明： “
R2

e�vTAv dx dy D
π

p
det A

:

(b) 设实数 ˛ > �1，证明：“
R2

.vTAv/˛ e�vTAv dx dy D
π�.˛ C 1/

p
det A

;

其中 � 表示 Gamma函数.

4.90 设对称矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为正数，且设函数 f W R2 ! R定义为

f .x; y/ D
e� 1

2
vTA�1v

2π
p

det A
; 其中 v D

�
x

y

�
2 R2:

证明： “
R2

f .x; y/ ln f .x; y/ dx dy D � ln
�
2πe

p
det A

�
:

4.91 设 A 2 M2.C/，而 ˛是一个正实数，证明：Z C1

�1

eAx e�˛x2

dx D

r
π
˛

e
A2

4˛ :

4.92 设 A 2 M2.C/，而 ˛是一个正实数，证明：

(a)
R C1

�1
cos.Ax/e�˛x2

dx D
p π

˛
e� A2

4˛；

(b)
R C1

�1
sin.Ax/e�˛x2

dx D O2.

4.93 设 A 2 M2.R/满足 �.A/ < ˛，而 ˛是一个正实数，证明：

(a)
R C1

0
sin.Ax/e�˛x dx D A.A2 C ˛2I2/�1；

(b)
R C1

0
cos.Ax/e�˛x dx D ˛.A2 C ˛2I2/�1.

4.94 Euler–Poisson矩阵积分.
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(a) 如果 A D

�
1 1

�1 3

�
，计算

R C1

0
e�Ax2

dx.

(b) 设 A D

�
a b

b a

�
2 M2.R/，满足 a > ˙b，且设 n 2 N. 证明：

Z C1

0

e�Axn

dx D
�
�
1 C

1
n

�
2

 
1

n
p

aCb
C

1
n
p

a�b

1
n
p

aCb
�

1
n
p

a�b
1

n
p

aCb
�

1
n
p

a�b

1
n
p

aCb
C

1
n
p

a�b

!
;

其中 � 表示 Gamma函数.

4.95该 Laplace表演了!

设 A D

�
a b

b a

�
2 M2.R/.

(a) 证明： Z C1

0

cos.Ax/

x2 C 1
dx D

π
4

�
e�jaCbj Ce�ja�bj e�jaCbj �e�ja�bj

e�jaCbj �e�ja�bj e�jaCbj Ce�ja�bj

�
:

挑战一下. 计算
R C1

0
x sin.Ax/

x2C1
dx.

(b) 证明：Z C1

0

e�x2

cos.Ax/ dx D

p
π

4

 
e�

.aCb/2

4 Ce�
.a�b/2

4 e�
.aCb/2

4 �e�
.a�b/2

4

e�
.aCb/2

4 �e�
.a�b/2

4 e�
.aCb/2

4 Ce�
.a�b/2

4

!
:

4.96别忘了 Frenel.
设 A D

�
a b

b a

�
2 M2.R/.满足 a ¤ ˙b.

(a) 证明： Z C1

0

cos.Ax2/ dx D
1

4

r
π
2

 
1

p
jaCbj

C
1

p
ja�bj

1
p

jaCbj
�

1
p

ja�bj
1

p
jaCbj

�
1

p
ja�bj

1
p

jaCbj
C

1
p

ja�bj

!
:

(b) 如果 a D ˙b且 a ¤ 0，则
R C1

0
cos.Ax2/ dx D

1
8a

q
π

jaj
A.

挑战一下. 计算
R C1

0
cos.Axn/ dx，其中整数 n > 2.

4.97指数矩阵积分.
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(a) 设矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为正数，计算Z C1

0

e�Ax dx:

(b) 设 ˛ > 0，且矩阵 A 2 M2.R/的特征值均 �1; �2 > ˛为实数，计算Z C1

0

e�Ax e˛x dx:

(c) 设整数 n > 0，矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为实数，计算Z C1

0

e�Ax xn dx:

4.98 Dirichlet矩阵积分.

(a) 设矩阵 A 2 M2.R/有两个相异的实特征值，且 �1�2 > 0，证明：Z C1

0

sin.Ax/

x
dx D

´
π
2
I2; 如果�1; �2 > 0

�
π
2
I2; 如果�1; �2 < 0

:

(b) 设矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为实数，且 �1�2 > 0，证明：Z C1

0

sin2.Ax/

x2
dx D

´
π
2
I2; 如果�1; �2 > 0

�
π
2
I2; 如果�1; �2 < 0

:

4.99 设矩阵 A 2 M2.R/有两个相异的实特征值，且 �.A/ > 1，计算Z C1

0

sin.Ax/ cos x

x
dx:

有一个漂亮的 Frullani积分公式如下：Z C1

0

f .ax/ � f .bx/

x
dx D

�
f .0/ � f .C1/

�
ln

b

a
; a; b > 0;

其中 f W Œ0; C1/ ! R是连续函数（也可假定在任意区间 0 < A 6 x 6 B < C1上

Lebesgue可积）且 f .C1/ D lim
x!C1

f .x/存在且有限.

在接下来的两个问题中，我们将此公式推广到 2 � 2方阵.
4.100一个指数 Frullani积分.

设矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为实数，且设 ˛; ˇ > 0，证明：Z C1

0

e�˛Ax �e�ˇAx

x
dx D

�
ln

ˇ

˛

�
I2:
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4.101 (a) Frullani矩阵积分.
设函数 f W Œ0 < C1/ ! R连续可微，且满足 lim

x!C1
D f .C1/存在且有限.

设 ˛; ˇ为正实数，矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为实数，证明：Z C1

0

f .˛Ax/ � f .ˇAx/

x
dx D

��
f .0/ � f .C1/

�
ln

ˇ

˛

�
I2:

(b)两个正弦矩阵积分.
设矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为实数，计算Z C1

0

sin4.Ax/

x3
dx 和

Z C1

0

sin3.Ax/

x2
dx:

(c)一个二次 Frullani积分.
设矩阵 A 2 M2.R/的特征值均为实数，计算Z C1

0

�
I2 � e�Ax

x

�2

dx:

4.102一个壮丽的二重积分.
设矩阵 A 2 M2.R/的特征值为相异的正数，证明：Z C1

0

Z C1

0

�
e�Ax �e�Ay

x � y

�2

dx dy D .ln 4/I2:

4.9 解答

4.2 解法一. 由定理 3.1，我们有

An
D

´
�n

1B C �n
2C; 如果�1 ¤ �2

�nB C n�n�1C; 如果�1 D �2 D �
;

于是

lim
n!1

An
D O2 ,

8<: lim
n!1

�n
1 D lim

n!1
�n

2 D 0; 如果�1 ¤ �2

lim
n!1

�n D lim
n!1

n�n�1 D 0; 如果�1 D �2 D �
:

在前面两种情形下，极限为零当且仅当 j�1j; j�2j < 1.
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解法 2. 由定理 2.9，存在非奇异矩阵P 使得A D PJAP �1，这意味着An D PJ n
AP �1.

因此

An
D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

P

 
�n

1 0

0 �n
2

!
P �1; 如果�1 ¤ �2

P

 
�n n�n�1

0 �n

!
P �1; 如果�1 D �2 D �

:

问题约化到计算极限 lim
n!1

�n和 lim
n!1

n�n�1，当且仅当 j�j < 1时两者才都等于 0.

4.3 见问题 4.2的解答.
4.4 由问题 4.2，我们有 �.A/ < 1且 �.B/ < 1. 利用定理 2.1可知 �AB D �A�B，这意味

着 j�AB j D j�Ajj�B j < 1. 因此 �.AB/ < 1，且由问题 4.2，我们有 lim
n!1

.AB/n D O2.

4.5 设 P 是一个非奇异矩阵，满足 A D PJAP �1，我们有�
I2 C

A

n

�n

D P

�
I2 C

JA

n

�n

P �1

D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

P

0@�1 C
�1

n

�n

0

0
�
1 C

�2

n

�n

1AP �1; 如果JA D

 
�1 0

0 �2

!

P

 �
1 C

�
n

�n �
1 C

�
n

�n�1

0
�
1 C

�
n

�n !
P �1; 如果JA D

 
� 1

0 �

! :

于是

lim
n!1

�
I2 C

A

n

�n

D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

P

 
e�1 0

0 e�2

!
P �1; 如果JA D

 
�1 0

0 �2

!
P

 
e� e�

0 e�

!
P �1; 如果JA D

 
� 1

0 �

!
D eA :

第二个极限只需要在第一个极限中将 A换成 �A即可.
4.6 解法 1. 归纳证明 An D I2 C

1�.1�a�b/n

aCb
B; n 2 N.

解法 2. 注意到 A的特征值为 1和 1 � a � b，利用定理 3.1. 另一方面，

lim
n!1

An
D I2 C

1

a C b
B D

1

a C b

�
b b

a a

�
:

4.7 我们证明

M.t/ D
1

2

 
�.t/

�.2t/
C

1
�.t/

�.t/

�.2t/
�

1
�.t/

�.t/

�.2t/
�

1
�.t/

�.t/

�.2t/
C

1
�.t/

!
;

其中 � 表示 Riemann zeta函数. 特别地，M.2/ D
3

2π2

�
7 3

3 7

�
.
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计算可知矩阵 B.x/的特征值为 1 C x 和 1 � x，相应的特征向量分别为 .˛; ˛/T 和

.�ˇ; ˇ/T. 因此，B.x/ D PJB.x/P �1，其中 JB.x/表示 B.x/的 Jordan标准形，P 是由

B.x/的特征向量构成的矩阵，即

JB.x/ D

�
1 C x 0

0 1 � x

�
且

�
1 �1

1 1

�
:

因此，

M.t/ D
Y

p

B.p�t/ D
Y

p

PJB.p�t/P �1
D P

 Y
p

JB.p�t/

!
P �1

D P
Y

p

�
1 C p�t 0

0 1 � p�t

�
P �1

D P

�Q
p.1 C p�t/ 0

0
Q

p.1 � p�t/

�
P �1:

利用 Euler乘积公式 [61, p.272]，当 <.s/ > 1时，1=�.s/ D
Q

p.1 � 1=ps/，我们得到

1

�.2t/
D
Y

p

�
1 �

1

p2t

�
D
Y

p

�
1 �

1

pt

�Y
p

�
1 C

1

pt

�
D

1

�.t/

Y
p

�
1 C

1

pt

�
;

这就意味着
Q

p.1 C p�t/ D �.t/=�.2t/.
因此，

M.t/ D P

�
�.t/=�.2t/ 0

0 1=�.t/

�
P �1

D
1

2

�
1 �1

1 1

��
�.t/=�.2t/ 0

0 1=�.t/

��
1 1

�1 1

�
D

1

2

 
�.t/

�.2t/
C

1
�.t/

�.t/

�.2t/
�

1
�.t/

�.t/

�.2t/
�

1
�.t/

�.t/

�.2t/
C

1
�.t/

!
:

4.8 极限等于 �1. 首先我们证明极限与 n 无关. 设 A 2 M2.R/; A D

�
a b

c d

�
满足

c ¤ 0，且设 An D

�
an bn

cn dn

�
. 由于 AAn D AnA D AnC1; n 2 N，我们有

´
aan C bcn D aan C cbn

abn C bdn D ban C dbn

,

´
bcn D cbn

.an � dn/b D .a � d/bn

)
an � dn

cn

D
a � d

c
:

因此，我们需要计算 lim
x!1

xxx
�xx

.1�x/3 .

208

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

更一般地 [20]，我们设自然数 n > 1，且设

fn.x/ D xx : : :x

;

其中在 fn的定义中有 n个 x. 例如，

f1.x/ D x; f2.x/ D xx; f3.x/ D xxx

; :

则

Ln D lim
x!1

fn.x/ � fn�1.x/

.1 � x/n
D .�1/n:

由中值定理可得

fn.x/ � fnD1.x/ D eln fn.x/
�eln fn�1.x/

D efn�1.x/ ln x
�efn�2.x/ ln x

D
�
fn�1.x/ � fn�2.x/

�
� ln x � e�n.x/;

其中 �n.x/介于 fn�1.x/ ln x和 fn�2.x/ ln x之间，这意味着 lim
x!1

�n.x/ D 0. 因此

Ln D lim
x!1

fn.x/ � fn�1.x/

.1 � x/n
D lim

x!1

�
fn�1.x/ � fn�2.x/

.1 � x/n�1
�

ln x

1 � x
� e�n.x/

�
D �Ln�1:

由于 L2 D lim
x!1

xx�x
.1�x/2 D 1，于是 Ln D .�1/n�2L2 D .�1/n.

4.9 设 ˛ D
1C

p
5

2
; ˇ D

1�
p

5
2
，我们证明

�
1 C

1
n

1
n

1
n

1

�n

D
1

p
5

0@˛
�
1 C

˛
n

�n
� ˇ

�
1 C

ˇ

n

�n �
1 C

˛
n

�n
�

�
1 C

ˇ

n

�n�
1 C

˛
n

�n
�

�
1 C

ˇ

n

�n
1
˛

�
1 C

˛
n

�n
�

1
ˇ

�
1 C

ˇ

n

�n

1A:

设 B D

�
1 1

1 0

�
. 由二项式定理，问题 1.29的 (b)和 Fibonacci数列的定义，我们有

�
1 C

1
n

1
n

1
n

1

�n

D

�
I2 C

1

n
B

�n

D

nX
iD0

�
n

i

� 1

ni
B i

D I2 C

nX
iD1

�
n

i

� 1

ni

�
FiC1 Fi

Fi Fi�1

�
;

结论可通过直接计算得到.
4.10 解法一. 如果 A和 B 是两个可交换的矩阵，则 eA eB D eACB D eB eA. 但此公式当
AB ¤ BA时不成立. 矩阵的李氏乘积公式 [37]指出，如果 A; B 2 Mk.C/，则

lim
n!1

�
e

A
n e

B
n

�n

D eACB :
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我们的问题只需要取 A D

�
0 0

1 0

�
和 B D

�
0 1

0 0

�
即得.

解法二. 设 n 2 N，多项式函数 f .x/ D
�
1 C

x
n

�n
，且令 A D

�
0 1

1 1
n

�
. 计算可知 A的

特征值为 �1 D
1

2n
C

q
1 C

1
4n2 ; �2 D

1
2n

�

q
1 C

1
4n2 . 由定理 4.7，我们有

�
1 1

n
1
n

1 C
1

n2

�n

D

�
1 C

1
2n2 C

1
n

q
1 C

1
4n2

�n

�

�
1 C

1
2n2 �

1
n

q
1 C

1
4n2

�n

q
4 C

1
n2

�
0 1

1 1
n

�

C

"
1

2

�
1 C

1
p

4n2 C 1

� 
1 C

1

2n2
�

1

n

r
1 C

1

4n2

!n

C
1

2

�
1 �

1
p

4n2 C 1

� 
1 C

1

2n2
C

1

n

r
1 C

1

4n2

!n#
I2:

在上述等式中令 n ! 1，我们得到

lim
n!1

�
1 1

n
1
n

1 C
1

n2

�n

D sinh 1

�
0 1

1 0

�
C cosh 1

�
1 0

0 1

�
:

4.11 设 n 2 N，多项式函数 f .x/ D
�
1 C

x
n

�n
，且令 A D

�
�

1
n

1

1 1
n

�
. A 的特征值为

�1 D

q
1 C

1
n2 ; �2 D �

q
1 C

1
n2 . 由定理 4.7，我们有

�
1 �

1
n2

1
n

1
n

1 C
1

n2

�n

D

�
1 C

1
n

q
1 C

1
n2

�n

�

�
1 �

1
n

q
1 C

1
n2

�n

2
q

1 C
1

n2

�
�

1
n

1

1 1
n

�

C

�
1 C

1
n

q
1 C

1
n2

�n

�

�
1 �

1
n

q
1 C

1
n2

�n

2
I2:

所以

lim
n!1

�
1 �

1
n2

1
n

1
n

1 C
1

n2

�n

D sinh 1

�
0 1

1 0

�
C cosh 1

�
1 0

0 1

�
:

4.12 第一个极限等于 e
�

2 1

�4 �2

�
.

首先，我们注意到 A 的特征值均为 1. 设非奇异矩阵 P 满足 P �1AP D JA D�
1 1

0 1

�
. 计算可知 P D

�
1 0

�2 1

�
，且 P �1 D

�
1 0

2 1

�
. 我们有

1

n

�
I2 C

An

n

�n

D P

�
1

n

�
I2 C

1

n
J n

A

�n�
P �1:
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另一方面，由于 J n
A D

�
1 n

0 1

�
，我们得到

1

n

�
I2 C

1

n
J n

A

�n

D
1

n

��
1 0

0 1

�
C

�
1
n

1

0 1
n

��n

D
1

n

�
1 C

1
n

1

0 1 C
1
n

�
D

1

n

 �
1 C

1
n

�n
n
�
1 C

1
n

�n�1

0
�
1 C

1
n

�n !
;

这意味着

lim
n!1

1

n

�
I2 C

An

n

�n

D lim
n!1

P

"
1

n

 �
1 C

1
n

�n
n
�
1 C

1
n

�n�1

0
�
1 C

1
n

�n !#
P �1

D P

�
0 e
0 0

�
P �1

D e
�

2 1

�4 �2

�
:

类似地，我们可以证明第二个极限等于 1
e

�
�2 �1

4 2

�
.

本题的另一种解法可以利用定理 4.7.
注 4.19 令 fn.x/ D

1
n

�
1 C

xn

n

�n
; n 2 N. 如果 A的特征值 �1 D �2 D �均为实数，且

A ¤ �I2，由定理 4.7，我们有

fn.A/ D

�
1 C

�n

n

�n�1

�n�1A C

"
1

n

�
1 C

�n

n

�n

� �n

�
1 C

�n

n

�n�1
#

I2:

于是当 j�j < 1时，lim
n!1

fn.A/ D O2；当 � D 1时，lim
n!1

fn.A/ D e.A � I2/.

如果 A D �I2; � 2 R，则 fn.A/ D
1
n

�
1 C

�n

n

�n
I2，那么当 � > 1时，极限为1；当

� 6 �1时，极限不存在；当 �1 < � 6 1时，极限为 O2.
4.13 极限为 .ln

p
2/I2. 只需要利用当 � 2 R; � ¤ kπ; k 2 Z时，

lim
n!1

�
cos.2�/

n C 1
C

cos.4�/

n C 1
C � � � C

cos.2n�/

n C 1

�
D 0:

4.14 利用定理 3.1和公式

lim
n!1

n
p

jajn C jbjn C jcjn C jd jn D max¹jaj; jbj; jcj; jd jº; 其中 a; b; c; d 2 C:
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4.15 (a) A D PJAP �1，其中 JA D

�
2 0

0 �1

�
; P D

�
1 1

1 4

�
，且 P �1 D

1
3

�
4 �1

�1 1

�
. 我们

有

A.A C I2/.A C 2I2/ � � � .A C nI2/ D PJA.JA C I2/.JA C 2I2/ � � � .JA C nI2/P �1

D P

�
.n C 2/Š 0

0 0

�
P �1

D
.n C 2/Š

3

�
4 �1

4 �1

�
:

于是

lim
n!1

n
p

kA.A C I2/.A C 2I2/ � � � .A C nI2/k

n
D lim

n!1

n
p

.n C 2/Š

n

n
s

p
34

3
D

1

e
:

(b)极限为 2. 利用 Cauchy–d’Alembert准则 1，问题约化为计算极限

lim
n!1

kA.A C 2I2/.A C 4I2/ � � � .A C .2n C 2/I2/k

.n C 1/k.A C 2I2/.A C 4I2/ � � � .A C 2nI2/k
D 2:

(c)我们有

.A C .n C 1/I2/.A C .n C 4/I2/ � � � .A C .4n � 2/I2/

D P.JA C .n C 1/I2/.JA C .n C 4/I2/ � � � .JA C .4n � 2/I2/P �1

D P

�
.n C 3/.n C 6/ � � � .4n/ 0

0 n.n C 3/ � � � .4n � 3/

�
P �1

D
1

3

�
4˛n � ˇn �˛n C ˇn

4˛n � 4ˇn �˛n C 4ˇn

�
;

其中 ˛n D .n C 3/.n C 6/ � � � .4n/; ˇn D n.n C 3/ � � � .4n � 3/. 于是

k.A C .n C 1/I2/.A C .n C 4/I2/ � � � .A C .4n � 2/I2/k D
1

3

q
34˛2

n C 34ˇ2
n � 50˛nˇn:

类似地，

.A C nI2/.A C .n C 3/I2/ � � � .A C .4n � 3/I2/ D
1

3

�
4un � vn �un C vn

4un � vn �un C 4vn

�
;

其中 un D .n C 2/.n C 5/ � � � .4n � 1/; vn D .n � 1/.n C 2/ � � � .4n � 4/. 这意味着

k.A C nI2/.A C .n C 3/I2/ � � � .A C .4n � 3/I2/k D
1

3

q
34u2

n C 34v2
n � 50unvn:

1Cauchy–d’Alembert准则指出，如果正实数列 .an/n>1 满足 lim
n!1

anC1

an
D l 2 R，则 lim

n!1

n
p

an D l .
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所以

lim
n!1

k.A C .n C 1/I2/.A C .n C 4/I2/ � � � .A C .4n � 2/I2/k

k.A C nI2/.A C .n C 3/I2/ � � � .A C .4n � 3/I2/k

D lim
n!1

.n C 3/.n C 6/ � � � .4n/

.n C 2/.n C 5/ � � � .4n � 1/

p
34 C

34
42 �

50
4

34 C 34 .n�1/2

.4n�1/2 � 50 n�1
4n�1

D
3
p

4;

其中（证明之!）

lim
n!1

.n C 3/.n C 6/ � � � .4n/

.n C 2/.n C 5/ � � � .4n � 1/
D

3
p

4:

注 4.20 我们提到了美丽的极限，就像前面的公式一样，涉及等差数列中整数序列的乘

积，可以用基于夹逼定理的初等方法来解决，见 [53, problem 59, p.19]，[54, 55, 56].
4.16 A D <.A/ C i=.A/且 A� D <.A/T � i=.A/T. 于是

kAk
2

D Tr
��

<.A/ C i=.A/
��

<.A/T
� i=.A/T��

D Tr
�
<.A/<.A/T

C =.A/=.A/T
C i
�
<.A/T

=.A/ � =.A/T
<.A/

��
D Tr

�
<.A/<.A/T�

C Tr
�
=.A/=.A/T�

D k<.A/k2
C k=.A/k2:

4.17 解法一. 利用 .A � I2/2 D O2.
解法二. (a)利用数学归纳法.
(b)在 (c)中取 x D 1可得 (b).
(c)由 (a)，我们有

eAx
D

1X
nD0

Anxn

nŠ
D

 P1

nD0
xn.nC1/

nŠ

P1

nD1
xn

.n�1/Š

�
P1

nD1
xn

.n�1/Š

P1

nD0
xn.1�n/

nŠ

!
D ex

�
x C 1 x

�x 1 � x

�
:

4.18 (a) eA D e2

�
2 �1

1 0

�
. 我们有 A2 � 4A C 4I2 D O2 , .A � 2I2/2 D O2. 令

B D A � 2I2，这意味着 B2 D O2且 A D B C 2I2. 我们有

e2I2 D e2 I2 且 eB
D I2 C

B

1Š
C

B2

2Š
C � � � C

Bn

nŠ
C � � � D I2 C B:

由于 2I2与 B 可交换，则

eA
D e2I2CB

D e2I2 eB
D e2.I2 C B/ D e2 I2 C B D e2.A � I2/ D e2

�
2 �1

1 0

�
:
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(b) eA D

�
4e �3 2 � 2e
6e �6 4 � 3e

�
. 由定理 2.2，我们有 A2 D A ) An D A对任意 n > 1成

立，于是

eA
D I2 C

A

1Š
C

A2

2Š
C � � � C

An

nŠ
C � � �

D I2 C A

�
1

1Š
C

1

2Š
C � � � C

1

nŠ
C � � �

�
D I2 C .e �1/A

D

�
4e �3 2 � 2e
6e �6 4 � 3e

�
:

4.19 令 A D

�
0 1

1 0

�
. 注意到 A D Ep 是一个置换矩阵，计算可知 A2n D I2; A2n�1 D A

对任意 n 2 N成立. 于是

eA
D

1X
nD0

An

nŠ
D

1X
nD0

A2n

.2n/Š
C

1X
nD1

A2n�1

.2n � 1/Š

D

1X
nD0

1

.2n/Š
I2 C

1X
nD1

1

.2n � 1/Š
A

D .cosh 1/I2 C .sinh 1/A

D

�
cosh 1 sinh 1

sinh 1 cosh 1

�
:

4.21 解法一. 我们有 J 2k
2 D .�1/kI2; J 2k�1

2 D .�1/k�1J2对任意 k > 1成立，于是

e��J2 D

1X
nD0

.��J2/n

nŠ

D

1X
kD0

.��J2/2k

.2k/Š
C

1X
kD1

.��J2/2k�1

.2k � 1/Š

D

1X
kD0

.�1/k �2k

.2k/Š
I2 C

1X
kD1

.�1/k �2k�1

.2k � 1/Š
J2

D .cos �/I2 � .sin �/J2

D

�
cos � � sin �

sin � cos �

�
:

解法二. 注意到

�J2 D

�
cos π

2
� sin π

2

sin π
2

cos π
2

�
且 J n

2 D .�1/n

�
cos nπ

2
� sin nπ

2

sin nπ
2

cos nπ
2

�
:
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于是

e��J2 D

1X
nD0

.�J2/n

nŠ
D

1X
nD0

�n

nŠ

�
cos nπ

2
� sin nπ

2

sin nπ
2

cos nπ
2

�
D

�P1

nD0
�n

nŠ
cos nπ

2
�
P1

nD0
�n

nŠ
sin nπ

2P1

nD0
�n

nŠ
sin nπ

2

P1

nD0
�n

nŠ
cos nπ

2

�
:

令 S1 D
P1

nD0
�n

nŠ
cos nπ

2
; S2 D

P1

nD0
�n

nŠ
sin nπ

2
，我们有

S1 C iS2 D

1X
nD0

�n

nŠ

�
cos

π
2

C i sin
π
2

�n

D ei�
D cos � C i sin �;

于是可知 S1 D cos �; S2 D sin � .
4.22 (a)利用 eA D ˛A C ˇI2对任意 ˛; ˇ 2 C成立.

(b)令 A D

�
0 �π
π 0

�
，则 eA D �I2（见问题 4.21）.

4.23 见问题 4.24的解答.
4.24 注意到 A D aI2 C bJ2，由于矩阵 aI2和 bJ2可交换，我们有

eA
D eaI2CbJ2 D eaI2 ebJ2 D ea I2

�
cos.�b/ � sin.�b/

sin.�b/ cos.�b/

�
D ea

�
cos b sin b

� sin b cos b

�
:

在计算中，我们已经运用了问题 4.21的结论，其中 � D �b.
4.25 首先我们考虑 t D 1的情形，由于 A.1/ D I2，我们有 eA.1/ D eI2 D e I2 D e A.e0/.

现在我们考虑 t ¤ 1的情形，A.t/的特征值为 1和 t . 我们有 A.t/ D PJA.t/P
�1，其

中

JA.t/ D

�
1 0

0 t

�
; P D

�
�1 1

1 0

�
且 P �1

D

�
0 1

1 1

�
:

于是

eA.t/
D PAJA.t/P �1

D P

�
e 0

0 et

�
P �1

D

�
et et �e
0 e

�
D e A.et�1/:

4.26 见定理 4.6. 另一种“解法”是基于正规的计算. 如果 �是 A的一个特征值，存在非

零向量 X 使得 AX D �X，我们有

eA X D

 
1X

nD0

An

nŠ

!
X D

1X
nD0

AnX

nŠ
D

1X
nD0

�nX

nŠ
D

 
1X

nD0

�n

nŠ

!
X D e� X;

这说明 e�是 eA的一个特征值，且 X 是相应的特征向量.
回顾矩阵的行列式等于特征值的乘积，矩阵的迹等于特征值的和，我们有 det.eA/ D

e�1 e�2 D e�1C�2 D eTr.A/.
4.27 eA eB D eB eA. 我们考虑下面两种情形：
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eA D ˛I2; ˛ 2 C的情形. 如果 JA 是 A的 Jordan标准形，我们得到 eJA D ˛I2，而

这意味着 JA 是对角阵. 如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
2 M2.R/，我们有 e�1 D e�2 D ˛，由于

�1; �2 2 R，这说明 ˛ 2 R; ˛ > 0，�1 D �2 D ln ˛，且 A D .ln ˛/I2. 显然，此时矩阵 A与

B 可交换.
eA ¤ ˛I2; ˛ 2 C 的情形. 由定理 1.1，我们有 eB D aeA CbI2 对某个 a; b 2 C 成

立. 如果 a D 0，我们得到 eB D bI2，和第一种情形一样，我们得到 b 2 R; b > 0，且

B D .ln b/I2. 显然此时 B 与 A可交换.
如果 a ¤ 0，由于 B 与 eB 可交换，我们有 a.B eA �eA B/ D O2 ) B eA D eA B .

由定理 1.1，存在 c; d 2 C，使得 B D c eA CdI2. 因此，AB D A.c eA CdI2/ D

.c eA CdI2/A D BA.
4.28 首先我们证明，如果 A2 D O2，则 eA 2 M2.Z/，我们有

eA
D I2 C

A

1Š
C

A2

2Š
C

An

nŠ
C � � � C

An

nŠ
C � � � D I2 C A 2 M2.Z/:

现在我们证明，如果 eA 2 M2.Z/，则 A2 D O2. 如果 �1; �2 是 A的特征值，则 eA 的

特征值为 e�1;e�2 . 注意到 �1 和 �2 都是代数数，是 A的特征方程的根，其系数均为整数.
另一方面，e�1 和 e�2 也是代数数，因为它们都是 eA 的特征方程的根，其系数均为整数.
于是 �1 和 �2 均为 0，因为 Lindemann–Weierstrass定理指出，如果 ˛ 是一个非零的代数

数，则 e˛ 是超越数. 因此，�1 D �2 D 0，由定理 2.2，我们有 A2 D O2.
4.29 我们只解决问题的第一部分，第二部分同理.

我们需要下面的引理.

引理 4.7 如果 q 2 Q�，则 cos q是超越数.

证 我们假定 cos q D a是代数数，则 sin q D ˙
p

1 � a2也是代数数. 由于两个代数数的
和仍然是代数数，则 eiq D cos q C i sin q 也是代数数. 然而，这和 Lindemann–Weierstrass
定理矛盾. �

首先我们证明，如果 A2 D O2，则 sin A 2 M2.Z/. 我们有

sin A D

1X
nD0

.�1/n A2nC1

.2n C 1/Š
D A �

A3

3Š
C � � � D A 2 M2.Z/:

现在我们来证明必要性. 设 �1 D c C id 和 �2 D c � id 是 A 的特征值，设

sin �1 D a C ib 和 sin �2 D a � ib 是 sin A 的特征值. 注意到 c D
1
2

Tr.A/ 2 Q 且
d D

1
2

p
4 det A � Tr2.A/是一个代数数. 我们有 �1 C �2 D 2c 2 Z; �1�2 D c2 C d 2 2

Z; sin �1 C sin �2 D 2a 2 Z，且 sin �1 sin �2 D a2 C b2 D v 2 Z. 计算可得

sin �1 C sin �2 D 2 sin
�1 C �2

2
cos

�1 � �2

2
D 2 sin c cos

�1 � �2

2
D 2a;
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这意味着 sin c cos �1��2

2
D a. 另一方面，

sin �1 sin �2 D
cos.�1 � �2/ � cos.�1 C �2/

2
D v 2 Z:

这意味着 cos2 �1��2

2
� cos2 c D v.

如果 sin c ¤ 0，由于 c 2 Q; c ¤ 0，则 cos �1��2

2
D

a
sin c

. 通过简单计算，可得
cos4 c C .v � 1/ cos2 c C a2 � v D 0，这意味着 cos c 是代数数，这与引理 4.7矛盾. 因此
c D 0 ) �1 D id; �2 D �id . 于是 sin �1 sin �2 D sin.id/ sin.�id/ D

.ed �e�d /2

4
D v 2 Z，

这说明 ed 是方程 x4 � .2 C 4v/x2 C 1 D 0的解，因此 ed 是代数数，所以 d D 0 ) �1 D

�2 D 0 ) A2 D O2.
注 4.21 这个问题有一个等价的结论. 如果 A 2 M2.Z/，则：

sin A 2 M2.Z/当且仅当 sin A D A；

cos A 2 M2.Z/当且仅当 cos A D I2.

4.30 我们只解决问题的第一部分. 如果 A2 D O2，则

ln.I2 � A/ D �

1X
nD1

An

n
D �A 2 M2.Q/:

现在我们证明必要性. 设 �1; �2 是 A的特征值. 我们有 �1 C �2 D k 2 Q; �1�2 D

i 2 Q. 注意到 ln.I2 � A/的特征值为 ln.1 � �1/和 ln.1 � �2/，由于 ln.I2 � A/ 2 M2.Q/，

我们得到

ln.1 � �1/ C ln.1 � �2/ D lnŒ.1 � �1/.1 � �2/� 2 Q; ln.1 � �1/ ln.1 � �2/ 2 Q:

我们有

lnŒ.1 � �1/.1 � �2/� D ln.1 � �1 � �2 C �1�2/ D ln.1 � k C i/ D a 2 Q:

我们有 ea D 1 � k C i 2 Q ) ea 是代数数，因此 a D 0 ) 1 � k C i D 1 )

.1��1/.1��2/ D 1. 这意味着� ln2.1��1/ 2 Q. 设 ln2.1��1/ D b 2 Q ) ln.1��1/ D

˙
p

b ) �1 D 1 � e˙
p

b ) �2 D 1 �
1

1��1
D 1 � e�

p
b. 由于 �1 C �2 D k 2 Q，我

们得到 2 � k D e˙
p

b Ce�
p

b，这反过来又说明 e˙
p

b 是代数数，因此 b D 0，进一步有

�1 D �2 D 0. 由于 A的特征值均为 0，那么由 Cayley–Hamilton定理可知 A2 D O2.
问题的第二部分可以类似解决.

注 4.22 这个问题有一个等价的公式. 如果 A 2 M2.Q/满足 �.A/ < 1，则：

ln.I2 � A/ 2 M2.Q/当且仅当 ln.I2 � A/ D �A；

ln.I2 C A/ 2 M2.Q/当且仅当 ln.I2 C A/ D A.
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4.31 我们有 eiA CeiB CeiC D O2;e�iA Ce�iB Ce�iC D O2. 于是

O2 D .eiA
CeiB

CeiC /2
D e2iA

Ce2iB
Ce2iC

C2ei.ACBCC /.e�iA
Ce�iB

Ce�iC /:

这意味着 e2iA Ce2iB Ce2iC D O2 ) cos.2A/ C cos.2B/ C cos.2C / D O2，且 sin.2A/ C

sin.2B/ C sin.2C / D O2. 另一方面，O2 D e3iA Ce3iB Ce3iC �3ei.ACBCC /，于是 (c)和 (d)
就可以证明了.

4.32 (a)设 A D

�
a b

b a

�
，注意到 A D aI2 C bEp，其中 Ep D

�
0 1

1 0

�
是置换矩阵. 我们

利用和问题 4.19中一样的技巧可得

eA
D eaI2CbEp D eaI2 ebEp D ea

�
cosh b sinh b

sinh b cosh b

�
:

(b)和 (c)可以利用定理 4.10解决.
(d)我们有

1X
nD1

1

.2n � 1/A
D

1X
nD1

1

nA
�

1X
nD1

1

.2n/A

D �.A/ � 2�A

1X
nD1

1

nA

D �.A/ � 2�A�.A/

D .I2 � 2�A/�.A/:

4.36 设 ˛ D �.cos t C i sin t /; � > 0; t 2 .�π; π�，则

A D P

�
ln � C .t C 2kπ/i 0

0 ln � C .t C 2lπ/i

�
P �1;

其中 k; l 2 Z且 P 2 GL2.C/.
4.37 设 a D �a.cos ta C i sin ta/; �a > 0; ta 2 .�π; π�，且 b D �b.cos tb C i sin tb/; �b >

0; tb 2 .�π; π�，则

A D

�
ln �a C .ta C 2kπ/i 0

0 ln �b C .tb C 2lπ/i

�
;

其中 k; l 2 Z.

4.38 A D

��
2k C

1
2

�
πi

�
2n �

1
2

�
πi�

2n �
1
2

�
πi

�
2k C

1
2

�
πi

�
或 A D

��
2k �

1
2

�
πi

�
2n C

1
2

�
πi�

2n C
1
2

�
πi

�
2k �

1
2

�
πi

�
，其中 k; n 2 Z.

注意到 A与 eA可交换，利用定理 1:1可推出 A是循环矩阵，即 A D

�
ˇ ˛

˛ ˇ

�
; ˛; ˇ 2

C. 由问题 4.32的 (a)，可得

eA
D eˇ

�
cosh ˛ sinh ˛

sinh ˛ cosh ˛

�
D

�
0 1

1 0

�
:
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这意味着 eˇ cosh ˛ D 0且 eˇ sinh ˛ D 1. 第一个等式说明 cosh ˛ D 0 ) e2˛ D �1 )

˛ D
2pC1

2
πi; p 2 Z. 于是 sin ˛ D .�1/pi. 而第二个方程意味着 eˇ D .�1/p�1i，分别讨论

p为偶数或奇数的情形，得到对应的解.
4.39 设 a D �.cos � C i sin �/; � > 0，且 � 2 .�π; π�，则

A D

�
ln � C .� C 2kπ/i 0

0 ln � C .� C 2kπ/i

�
; k 2 Z:

4.40 我们注意到 A D πI2 C B，其中 B D

�
�1 1

�1 1

�
，且 B2 D O2. 我们有

sin A D sin.πI2 C B/ D sin.πI2/ cos B C cos.πI2/ sin B D cos.πI2/ sin B D �B;

cos A D cos.πI2 C B/ D cos.πI2/ cos B � sin.πI2/ sin B D cos.πI2/ cos B D �I2;

类似可得 sin.2A/ D 2B .
4.41 由于 A2 D A，我们有

sin.kπA/ D

1X
nD0

.�1/n

.2n C 1/Š
.kπA/2nC1

D

1X
nD0

.�1/n

.2n C 1/Š
.kπ/2nC1A D sin.kπ/A D O2:

类似地，如果 A是幂等矩阵，则 cos.kπA D I2 C
�
.1/k � 1

�
A对任意 k 2 Z成立.

4.42 (a) 如果存在这样的矩阵，则 sin2 A D

�
1 4032

0 1

�
，于是 cos2 A D I2 � sin2 A D�

0 �4032

0 0

�
. 然而，不存在矩阵 X 2 M2.C/使得 X2 D

�
0 a

0 0

�
，其中 a ¤ 0.

(b) 如果存在这样的矩阵，则 cosh2 A D

�
1 2˛

0 1

�
，于是 sinh2 A D cosh2 A � I2 D�

0 2˛

0 0

�
. 然而，不存在矩阵 X 2 M2.C/使得 X2 D

�
0 a

0 0

�
，其中 a ¤ 0.

4.43 如果 Tr.A/ D 0，由 Cayley–Hamilton定理，我们有 A2 D O2，因此

2A
D e.ln 2/A

D

1X
nD0

�
.ln 2/A

�n
nŠ

D I2 C .ln 2/A:

如果 Tr.A/ ¤ 0，则 Cayley–Hamilton定理说明 A2 D Tr.A/A，这进一步说明 An D

Trn�1.A/A对任意 n 2 N成立. 于是

2A
D e.ln 2/A

D

1X
nD0

�
.ln 2/A

�n
nŠ

D I2 C
1

Tr.A/

1X
nD1

Trn.A/ lnn 2

nŠ
A D I2 C

2Tr.A/ � 1

Tr.A/
A:

4.45 不存在这样的矩阵. 如果 �1; �2是 A的特征值，则 e�1;e�2 是 eA的特征值. 我们有

eaCd
D eTr.A/

D e�1C�2 D e�1 e�2 D det.eA/ D ea ed
�eb ec

D eaCd
�ebCc :
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这意味着 ebCc D 0，这是不可能的.
4.46 (a)令 A D .aij /i;j D1;2; B D .bij /i;j D1;2; C D .cij /i;j D1;2，其中 C D AB . 我们有
.cij /0 D .ai1b1j C ai2b2j /0 D a0

i1b1j C ai1b0
1j C a0

i2b2j C ai2b0
2j 对所有的 i; j D 1; 2成立，

这意味着 .AB/0 D A0B C AB 0.
(b)我们有 A�1A D I2，于是由 (a)，可知 .A�1A/0 D O2. 所以 .A�1/0A C A�1A0 D

O2 ) .A�1/0A D �A�1A0 ) .A�1/0 D �A�1A0A�1.
由 (a)和 (b)的第一个公式，我们有

.A�n/0
D .A�.n�1/A�1/0

D .A�.n�1//0A�1
C A�.n�1/.A�1/0

D .A�.n�1//0A�1
� A�nA0A�1:

令 Yn D A�n，上面的公式意味着 Y 0
n D Y 0

n�1A�1�A�nA0A�1 ) Y 0
nAn D Y 0

n�1An�1�

A�nA0An�1，于是

Y 0
nAn

D �
�
A�1A0

C A�2A0A C A�3A0A2
C � � � C A�nA0An�1

�
;

这意味着

.A�n/0
D �

�
A�1A0

C A�2A0A C A�3A0A2
C � � � C A�nA0An�1

�
A�n:

4.47 首先我们注意到 A2.t/ D A.t/，这意味着 An.t/ D A.t/对任意 n > 1成立，于是

eA.t/
D I2 C

1X
nD1

An.t/

nŠ
D I2 C

 
1X

nD1

1

nŠ

!
A.t/

D I2 C .e �1/A.t/ D

�
e .e �1/t

0 1

�
;

这意味着 �
eA.t/

�0

D

�
0 e �1

0 0

�
:

另一方面，

eA.t/ A0.t/ D

�
e .e �1/t

0 1

��
0 1

0 0

�
D

�
0 e
0 0

�
¤

�
eA.t/

�0

;

且

A0.t/eA.t/
D

�
0 1

0 0

��
e .e �1/t

0 1

�
D

�
0 1

0 0

�
¤

�
eA.t/

�0

:

4.48 方程组的解为 ´
x1.t/ D .2e�t

Ce5t/c1 C .2e�t
�2e5t/c2

x2.t/ D .e�t
�e5t/c1 C .e�t

C2e5t/c2

;
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其中 c1; c2 2 R.
4.49 (a) A的特征方程为 .x �1/2 Ca D 0，于是 .A�I2/2 CaI2 D O2. 令 B D A�I2，我

们有 B2 D �aI2，这意味着 B2k D .�1/kakI2，而 B2k�1 D .�1/k�1ak�1B 对任意 k > 1

成立，我们有 eAt D eI2tCBt D et eBt . 另一方面，

eBt
D

1X
kD0

.Bt/2k

.2k/Š
C

1X
kD1

.Bt/2k�1

.2k � 1/Š

D

1X
kD0

.�1/k .t
p

a/2k

.2k/Š
I2 C

1
p

a

1X
kD1

.�1/k�1 .t
p

a/2k�1

.2k � 1/Š
B

D cos.t
p

a/I2 C
sin.t

p
a/

p
a

B

D

 
cos.t

p
a/

sin.t
p

a/
p

a

�
p

a sin.t
p

a/ cos.t
p

a/

!
:

这意味着

eAt
D et

 
cos.t

p
a/

sin.t
p

a/
p

a

�
p

a sin.t
p

a/ cos.t
p

a/

!
:

(b)方程组可写成 X 0 D AX，我们有 X.t/ D eAt C，其中 C 是一个常向量，这意味着8<:x.t/ D c1 et cos.t
p

a/ C
c2

p
a

et sin.t
p

a/

y.t/ D �c1

p
aet sin.t

p
a/ C c2 et cos.t

p
a/

;

其中 c1; c2 2 R.
4.52 (a) tX 0.t/ D AX.t/ ) X 0.t/ �

A
t
X.t/ D 0，我们将此方程乘以 t�A D e�.ln t/A，可得�

e�.ln t/A X.t/
�0

D 0 ,
�
t�AX.t/

�0
D 0 ) t�AX.t/ D C ) X.t/ D tAC，其中 C 是一个

常向量.
(b)方程组两边除以 t，然后再乘以 t�A D e�.ln t/A，我们有

�
t�AX.t/

�0
D

1

t
t�AF.t/ ,

�
t�AX.t/

�0
D t�.ACI2/F.t/;

这意味着

t�AX.t/ D

Z t

t0

u�.ACI2/F.u/ du:

因此

X.t/ D tA

Z t

t0

u�.ACI2/F.u/ du:
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4.53 由问题 4.52，我们有 8̂̂<̂
:̂

x.t/ D
7

4
t2

�
3

4t2
�

1

2

y.t/ D
7

4
t2

C
1

4t2
�

1

2

:

4.54 方程组的系数矩阵 A的特征方程为 �2 � .a Cd/�Cad �bc D 0，即 �2 � Tr.A/�C

det A D 0. 由注 4.7和 4.8，我们有下面的几种情形：

如果 �1; �2 2 R; �1; �2 < 0，即 Tr.A/ < 0; � > 0且 det A > 0，则零解是渐近稳定的；

如果 �1; �2 2 CnR; �1;2 D r ˙ is; r 2 R; s 2 R� 且 r < 0，即 Tr.A/ < 0; � < 0 且

det A > 0，则零解是渐近稳定的. 把这种情形与前面的情形合并起来，可知方程组是
渐近稳定的当且仅当 Tr.A/ < 0且 det A > 0；

由注 4.8 的 (c) 和 (d)，我们可得零解是不稳定的当且仅当特征方程的一个根具有正
的实部或两个都为 0（但 A ¤ O2）. 我们有下面的几种可能：det A < 0 , �1; �2 2

R; �1 < 0 < �2，或 det A > 0 且 Tr.A/ > 0 , �1; �2 2 CnR 且 �1 C �2 > 0，或

Tr.A/ D det A D 0 , �1 D �2 D 0. 所以，方程组是不稳定的当且仅当 det A < 0或

Tr.A/ > 0或 Tr.A/ D det A D 0；

如果 Tr.A/ D 0; det A > 0或 Tr.A/ > 0; det A D 0，方程组是稳定的但不是渐近稳定

的.

综上所述我们有：

如果 Tr.A/ < 0且 det A > 0，则方程组是渐近稳定的；

如果 Tr.A/ D 0; det A > 0或 Tr.A/ < 0; det A D 0，则方程组是稳定的；

如果 Tr.A/ > 0或 det A < 0或 Tr.A/ D det A D 0，则方程组是不稳定的.

4.55 Tr.A/ D �.a2 C 1/且 det A D a2 � a. 由问题 4.54，我们有：

对 a 2 .�1; 0/ [ .1; C1/，方程组是渐近稳定的；

对 a 2 ¹0; 1º，方程组是稳定的；

对 a 2 .0; 1/，方程组是不稳定的.

4.56 Tr.A/ D �a且 det A D 1 � a. 由问题 4.54，我们有：

对 a 2 .0; 1/，方程组是渐近稳定的；

对 a 2 ¹0; 1º，方程组是稳定的；

对 a 2 .�1; 0/ [ .1; C1/，方程组是不稳定的.
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4.57 Tr.A/ D 0且 det A D �bc，于是由问题 4.54，当 bc < 0时，方程组是稳定的，当

bc > 0时，方程组是不稳定的.
4.58 Tr.A/ D �2且 det A D 1 � ab. 由问题 4.54，我们有：

如果 ab < 1，则方程组是渐近稳定的；

如果 ab D 1，方程组是稳定的；

如果 ab > 1，方程组是不稳定的.

4.59 Tr.A/ D 2a且 det A D a2 � b. 由问题 4.54，我们有：

如果 a < 0且 a2 � b > 0，则方程组是渐近稳定的；

如果 a D 0; b < 0或 a < 0; a2 D b，则方程组是稳定的；

如果 a > 0或 a2 � b < 0或 a D b D 0，方程组是不稳定的.

4.60 注意到 A D �I2 C B，其中 B D

�
0 x

0 0

�
，且 B2 D O2. 由二项式定理，我们有

An
D .�1/nI2 C n.�1/n�1B D

�
.�1/n nx.�1/n�1

0 .�1/n

�
:

于是
1X

nD1

An

n2
D

 P1

nD1
.�1/n

n2 x
P1

nD1
.�1/n�1

n

0
P1

nD1
.�1/n

n2

!
D

 
�

π2

12
x ln 2

0 �
π2

12

!
:

4.61 令 " D
�1Ci

p
3

2
，我们有

1X
nD0

A3n

.3n/Š
D

1

3

�
eA

Ce"A
Ce"2A

�
:

计算可知 "2 D
�1�i

p
3

2
，这意味着

e"A
Ce"2A

D e� A
2

Ci
p

3A
2 Ce� A

2
�i

p
3A
2 D 2e� A

2 cos

p
3A

2
:

4.62 (a)可以直接用数学归纳法证明，而 (b)则可以在 (a)中令 n ! 1得到.
4.63 我们有

f .A/ D

1X
nD1

FnAn�1
D I2 C

1X
nD2

FnAn�1
D I2 C

1X
mD1

FmC1Am

D I2 C

1X
mD1

.Fm C Fm�1/Am
D I2 C

1X
mD1

FmAm
C

1X
mD1

Fm�1Am
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D I2 C Af .A/ C

1X
mD2

Fm�1Am
D I2 C Af .A/ C

1X
kD1

FkAkC1

D I2 C Af .A/ C A2f .A/;

于是可得 f .A/.I2 � A � A2/ D I2.
4.64 回顾调和数的母函数为

1X
nD1

Hnxn
D �

ln.1 � x/

1 � x
; �1 < x < 1; (4.6)

于是通过逐项微分和逐项积分可得
1X

nD1

nHnxn�1
D

1 � ln.1 � x/

.1 � x/2
; �1 < x < 1 (4.7)

以及
1X

nD1

Hn

n C 1
xnC1

D
ln2.1 � x/

2
; �1 6 x < 1: (4.8)

我们有 A D ˛I2 C B; B2 D O2，于是由二项式定理可得 An D ˛nI2 C n˛n�1B 对任

意 n > 1成立.
(a)由 (4.6)和 (4.7)，我们有

1X
nD1

HnAn
D

1X
nD1

Hn˛nI2 C

1X
nD1

nHn˛n�1B

D �
ln.1 � ˛/

1 � ˛
I2 C

1 � ln.1 � ˛/

.1 � ˛/2
B:

(b)如果 ˛ D 0，则 A D B 且 B2 D O2，于是
P1

nD1
Hn

nC1
An D

B
2
.

设 ˛ ¤ 0，由 (4.6)，(4.7)和 (4.8)，我们有
1X

nD1

Hn

n C 1
An

D

1X
nD1

Hn

n C 1
˛nI2 C

1X
nD1

nHn

n C 1
˛n�1B

D
ln2.1 � ˛/

2˛
I2 C

 
1X

nD1

Hn˛n�1
�

1X
nD1

Hn

n C 1
˛n�1

!
B

D
ln2.1 � ˛/

2˛
I2 �

�
ln.1 � ˛/

˛.1 � ˛/
C

ln2.1 � ˛/

2˛2

�
B

4.65 利用 A的 Jordan标准形结合 A的幂级数公式

(a)
P1

nD1 Hn´n D �
ln.1�´/

1�´
; j´j < 1；

(b)
P1

nD1 nHn´n D �
´.1�ln.1�´//

.1�´/2 ; j´j < 1.

4.66 我们利用下面的结论 [32]，其证明见附录 A.
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截尾 ln 1
2
的一个幂级数.

设 x 2 R，则成立如下等式：

1X
nD1

�
ln

1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n

�
xn

D

´
ln 2 �

1
2
; 如果 x D 1

ln.1Cx/�x ln 2

1�x
; 如果 x 2 .�1; 1/

:

首先我们考虑 �1 D 0; 0 < j�2j < 1的情形. 设 t D �2 D Tr.A/，则 Cayley–Hamilton
定理说明 A2 D tA D O2 ) An D tn�1A对任意 n > 1成立.
令 an D ln 1

2
C 1 �

1
2

C � � � C
.�1/n�1

n
，我们有

1X
nD1

anAn
D

1

t

1X
nD1

antnA D
1

1 � t

�
ln.1 C t/

t
� ln 2

�
A:

现在我们考虑 0 < j�1j; j�2j < 1 的情形，设 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，我们有 A D

PJAP �1 ) An D PJ n
AP �1，其中 J n

A D

�
�n

1 0

0 �n
2

�
. 于是

1X
nD1

anAn
D P

 
1X

nD1

anJ n
A

!
P �1

D P

�P1

nD1 an�n
1 0

0
P1

nD1 an�n
2

�
P �1

D P

 
ln.1C�1/��1 ln 2

1��1
0

0 ln.1C�2/��2 ln 2

1��2

!
P �1

D .I2 � A/�1
�

ln.I2 C A/ � .ln 2/A
�
:

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，我们有 An D PJ n

AP �1，其中 J n
A D

�
�n n�n�1

0 �n

�
.

令 f .x/ D
P1

nD1 anxn D
ln.1Cx/�x ln 2

1�x
; x 2 .�1; 1/，我们有

1X
nD1

anAn
D P

 
1X

nD1

anJ n
A

!
P �1

D P

�
f .�/ f 0.�/

0 f .�/

�
P �1

D f .A/:

4.67 (a)令 fn.x/ D ln.1 � x/ C x C
x2

2
C � � � C

xn

n
; x 2 .�1; 1/，我们可以证明

lim
n!1

nfn.x/ D lim
n!1

n
�

ln.1 � x/ C x C
x2

2
C � � � C

xn

n

�
D 0；

lim
n!1

nf 0
n.x/ D lim

n!1
n
�

�1
1�x

C x C x2 C � � � C xn�1
�

D 0.

设 �1; �2是 A的特征值，且设 A D PJAP �1，如果

JA D

�
�1 0

0 �2

�
) nfn.A/ D P

�
nfn.�1/ 0

0 nfn.�2/

�
P �1;
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由上面的第一个极限，可得 lim
n!1

nfn.A/ D O2.

如果

JA D

�
� 1

0 �

�
) nfn.A/ D P

�
nfn.�/ nf 0

n.�/

0 nfn.�/

�
P �1;

由上面的极限公式，可得 lim
n!1

nfn.A/ D O2.

(b) 我们利用 Abel 求和公式来计算此级数，由问题 4.62 的 (b)，取 an D 1; Bn D

ln.I2 � A/ C A C
A2

2
C � � � C

An

n
，由 (a)，我们有

1X
nD1

�
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

An

n

�
D lim

n!1
n

�
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

AnC1

n C 1

�
�

1X
nD1

n

n C 1
AnC1

D

1X
nD1

�
AnC1

n C 1
� AnC1

�
D

1X
mD1

�
Am

m
� Am

�
D � ln.I2 � A/ � A.I2 � A/�1:

4.68 (a)由数学归纳法即可.
(b)我们利用问题 4.62的 (b)，取 an D Hn和 Bn D ln.I2 � A/ C A C

A2

C
� � � C

An

n
，我

们有

1X
nD1

Hn

�
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

An

n

�
D lim

n!1

�
.n C 1/Hn � n

��
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

AnC1

n C 1

�
�

1X
nD1

�
.n C 1/Hn � n

�AnC1

n C 1

D � A

1X
nD1

HnAn
C

1X
nD1

AnC1
�

1X
nD1

AnC1

n C 1

D A.I2 � A/�1 ln.I2 � A/ C A2.I2 � A/�1
C ln.I2 � A/ C A

D
�
A C ln.I2 � A/

�
.I2 � A/�1:

其中我们用了

lim
n!1

�
.n C 1/Hn � n

��
ln.I2 � A/ C A C

A2

2
C � � � C

AnC1

n C 1

�
D 0;
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以及结合了问题 4.65的第一个公式.
4.69 (a)见问题 4.67的 (a)的解答中的想法.

(b)利用问题 4.62中的 (b)的 Abel求和公式，取 an D 1，和 Bn D arctan A � A C

A3

3
C � � � C .�1/n A2n�1

2n�1
.

4.70 (a)首先，我们可以证明，如果 A 2 M2.C/，则

lim
n!1

n

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D O2:

利用问题 4.62中的 (b)的 Abel求和公式，取 an D 1，和 Bn D eA �I2 �
A
1Š

�
A2

2Š
�

� � � �
An

nŠ
，我们有

1X
nD1

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D lim

n!1
n

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

AnC1

.n C 1/Š

�
C

1X
nD1

n
AnC1

.n C 1/Š

D

1X
nD1

AnC1

nŠ
�

1X
nD1

AnC1

.n C 1/Š

D AeA
�eA

CI2:

(b)如果 A 2 M2.C/，则（证明之!）

lim
n!1

n2

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D O2:

利用问题 4.62中的 (b)的 Abel求和公式，取 an D n，和 Bn D eA �I2 �
A
1Š

�
A2

2Š
�

� � � �
An

nŠ
，我们有

1X
nD1

n

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D lim

n!1

n.n C 1/

2

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

AnC1

.n C 1/Š

�
C

1X
nD1

n.n C 1/

2
�

AnC1

.n C 1/Š

D
A2

2

1X
nD1

An�1

.n � 1/Š

D
A2

2
eA :

4.73 由Abel求和公式，对第一个级数，取 an D 1和 Bn D f .A/�f .0/I2 �
f 0.0/

1Š
A�� � ��

f .n/.0/

nŠ
An；对第二个级数，取 an D n和 Bn D f .A/ � f .0/I2 �

f 0.0/

1Š
A � � � � �

f .n/.0/

nŠ
An.
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4.74 (a)首先我们可以证明，如果 x; y 2 C，则

lim
n!1

xn

�
ey

�1 �
y

1Š
�

y2

2Š
� � � � �

yn

nŠ

�
D 0:

当 x D 1时，这就是问题 4.70的 (a)，所以我们来解决 x ¤ 1的情形.
利用问题 4.62中的 (b)的 Abel求和公式，取 an D xn，和 Bn D eA �I2 �

A
1Š

�
A2

2Š
�

� � � �
An

nŠ
，我们有

1X
nD1

xn

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

An

nŠ

�
D lim

n!1
x

1 � xn

1 � x

�
eA

�I2 �
A

1Š
�

A2

2Š
� � � � �

AnC1

.n C 1/Š

�
C

1X
nD1

x
1 � xn

1 � x
�

AnC1

.n C 1/Š

D
x

1 � x

1X
nD1

AnC1

.n C 1/Š
�

1

1 � x

1X
nD1

.Ax/nC1

.n C 1/Š

D
x

1 � x
.eA

�I2 � A/ �
1

1 � x
.eAx

�I2 � Ax/

D
x eA �eAx

1 � x
C I2:

(b)只需要在 (a)中取 x D �1即可.
4.75 利用 Abel求和公式（见附录 A），如果 ´ 2 C，则成立如下公式：

1X
nD1

�
e �1 �

1

1Š
�

1

2Š
� � � � �

1

nŠ

�
´n

D

´
e´ �e ´

´�1
C 1 如果 ´ ¤ 1

1; 如果 ´ D 1
:

逐项微分可得

1X
nD1

n

�
e �1 �

1

1Š
�

1

2Š
� � � � �

1

nŠ

�
´n�1

D

´
´e´ �2e´ Ce

.´�1/2 ; 如果 ´ ¤ 1
e
2
; 如果 ´ D 1

:

利用以上两个公式结合定理 3.1即可计算出这里的矩阵级数.
4.76 利用 Abel求和公式.
4.77 我们需要下面的两个结论（见附录 A）

设整数 k > 3，且设 x 2 Œ�1; 1�，则成立以下公式：

1X
nD1

�
�.k/ � 1 �

1

2k
� � � � �

1

nk

�
xn

D

´
x�.k/�Lik.x/

1�x
; 如果 x 2 Œ�1; 1/

�.k � 1/ � �.k/; 如果 x D 1
;

其中 Lik 表示多重对数函数.
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设整数 k > 3，且设 x 2 Œ�1; 1�，则成立以下公式：

1X
nD1

n

�
�.k/ � 1 �

1

2k
� � � � �

1

nk

�
xn�1

D
�.k/ �

1�x
x

Lik�1.x/ � Lik.x/

.1 � x/2
;

其中 Lik 表示多重对数函数.

(a)利用 An D

�
.�1/n n.�1/n�1x

0 .�1/n

�
和前面两个公式，取 k D 3和 x D �1.

(b)利用定理 4.7将 An用 A的特征值来表示，再应用前面的两个公式.
4.78 (a)注意到

P1

nD1
n

naI2
�
�
.a � 1/I2

�
，再利用推论 4.8.

(b)我们有
1X

nD1

n

n

0@˛ ˇ

0 ˛

1A D �

�
˛ � 1 ˇ

0 ˛ � 1

�

再利用推论 4.9的 (b).
4.79 注意到

P1

nD1
n

nA D �.A � I2/，利用定理 4.14即可.
4.80 (a)利用 Abel求和公式，取 an D 1和 Bn D �.A/ �

1
1A �

1
2A � � � � �

1
nA .

(b)利用 Abel求和公式，取 an D n和 Bn D �.A/ �
1

1A �
1

2A � � � � �
1

nA .

4.81 An D

�
an nan�1b

0 an

�
，于是Z 1

0

ln.I2 � Ax/

x
dx D �

Z 1

0

 
1X

nD1

xn�1

n
An

!
dx

D �

1X
nD1

An

n2

D �

1X
nD1

1

n2

�
an nan�1b

0 an

�
D

�
� Li2.a/ b ln.1�a/

a

0 � Li2.a/

�
:

4.82 如果 �1 D 0; �2 D 1，我们有 A2 D A，且这意味着 An D A对任意 n > 1成立，所

以 Z 1

0

ln.I2 � Ax/

x
dx D �

1X
nD1

An

n2
D �A

1X
nD1

1

n2
D �A�.2/:

如果 �1 D �2 D 0，则 A2 D O2，这意味着 An D O2对任意 n > 2成立，因此Z 1

0

ln.I2 � Ax/

x
dx D �

1X
nD1

An

n2
D �A:
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4.83 利用定理 4.7，取 f .x/ D ln.1 � x/，将 A替换为 xA，注意到 xA的特征值为 x�1和

x�2.
4.84 我们利用下面的级数公式.

二次对数函数.
如下等式成立：

ln2.I2 � A/ D 2

1X
nD1

Hn

n C 1
AnC1;

其中Hn表示第 n个调和数，且 A 2 M2.C/满足 �.A/ < 1.

我们有Z 1

0

ln2.I2 � Ax/

x
dx D

Z 1

0

 
2

1X
nD1

Hn

n C 1
xnAnC1

!
dx D 2

1X
nD1

Hn

.n C 1/2
AnC1:

(a)如果 �1 D �2 D 0，则 A2 D O2 ) An D O2; 8n > 2. 由前面的公式，我们有Z 1

0

ln2.I2 � Ax/

x
dx D O2:

(b)如果 �1 D 0; �2 D 1，则 A2 D A ) An D A; 8n > 1. 由前面的公式可得Z 1

0

ln2.I2 � Ax/

x
dx D 2

1X
nD1

Hn

.n C 1/2
A D 2�.3/A:

要证明最后的等式，我们注明一下

1X
nD1

Hn

.n C 1/2
D

1X
nD1

HnC1 �
1

nC1

.n C 1/2
D

1X
nD1

Hn

n2
�

1X
nD1

1

n3
D �.3/;

其中
P1

nD1
Hn

n2 D �.3/（见 [22, Problem3.55, p.148]）.
4.85 我们有Z 1

0

ln.I2 � Ax/ dx D �

Z 1

0

 
1X

nD1

xnAn

n

!
dx D �

1X
nD1

An

n.n C 1/
:

如果 �1 D �2 D 0，则 A2 D O2 ) An D O2; 8n > 2. 由前面的公式，我们有Z 1

0

ln.I2 � Ax/ dx D �
A

2
:
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如果 �1 D 0，且 0 < j�2j < 1，则 A2 D tA，其中 t D Tr.A/，这意味着 An D

tn�1A; 8n > 1. 于是Z 1

0

ln.I2 � Ax/ dx D �

1X
nD1

tn�1

n.n C 1/
A

D �

 
1

t

1X
nD1

tn

n
�

1

t2

1X
nD1

tnC1

n C 1

!
A

D �

�
.1 � t / ln.1 � t /

t2
C

1

t

�
A:

如果 0 < j�1j; j�2j < 1，则Z 1

0

ln.I2 � Ax/ dx D �

1X
nD1

An

n.n C 1/

D �

1X
nD1

�
An

n
�

An

n C 1

�
D ln.I2 � A/ C A�1

�
� ln.I2 � A/ � A

�
D .I2 � A�1/ ln.I2 � A/ � I2:

4.86 我们有 Z 1

0

eAx dx D

Z 1

0

 
1X

nD0

.xA/n

nŠ

!
dx D

1X
nD0

An

.n C 1/Š
:

如果 �1 D �2 D 0，则 A2 D O2 ) An D O2; 8n > 2，因此Z 1

0

eAx dx D

1X
nD0

An

.n C 1/Š
D I2 C

A

2
:

如果 �1 D 0且 �2 ¤ 0，则 A2 D tA，其中 t D Tr.A/. 这意味着 An D tn�1A; 8n > 1，

于是 Z 1

0

exA dx D

1X
nD0

An

.n C 1/Š
D I2 C

1X
nD1

tn�1

.n C 1/Š
A D I2 C

et �1 � t

t2
A:

如果 �1; �2 ¤ 0，则Z 1

0

eAx dx D

1X
nD0

An

.n C 1/Š
D .eA

�I2/A�1:

4.87 (a)我们有Z 1

0

cos.Ax/ dx D

Z 1

0

 
1X

nD0

.�1/n .xA/2n

.2n/Š

!
dx D

1X
nD0

.�1/n A2n

.2n C 1/Š
:
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如果 �1 D �2 D 0，则 A2 D O2 ) An D O2; 8n > 2，因此Z 1

0

cos.Ax/ dx D

1X
nD0

.�1/n A2n

.2n C 1/Š
D I2:

如果 �1 D 0且 �2 ¤ 0，则 A2 D tA，其中 t D Tr.A/. 这意味着 An D tn�1A; 8n > 1，

于是 Z 1

0

cos.Ax/ dx D I2 C

1X
nD1

.�1/n A2n

.2n C 1/Š

D I2 C

1X
nD1

.�1/n t2n�1

.2n C 1/Š
A

D I2 C
sin t � t

t2
A:

如果 �1; �2 ¤ 0，则Z 1

0

cos.Ax/ dx D

1X
nD0

.�1/n A2n

.2n C 1/Š
D A�1 sin A:

(b)这里可以类似解决.
(c)利用公式 sin A.x C y/ D sin Ax cos Ay C cos Ax sin Ay，我们得到Z 1

0

Z 1

0

sin A.x C y/ dx dy D

Z 1

0

Z 1

0

.sin Ax cos Ay C cos Ax sin Ay/ dx dy

D 2

Z 1

0

sin Ax dx

Z 1

0

cos Ay dy;

结论由 (a)和 (b)得到.
4.89 我们只解决问题的 (b). 设 �1; �2是 A的特征值，且令

JA D

�
�1 0

0 �2

�
以及 P D

�
cos ˇ � sin ˇ

sin ˇ cos ˇ

�
:

注意. 我们有 A D PJAP �1，且 P 是一个旋转矩阵. 这里提及一下，可逆矩阵 P 的

列是相应于 A的特征值 �1; �2的特征向量，我们将其单位化以后得到一个旋转矩阵（见

定理 2.5）.
我们通过换元公式 X D P Y，即�

x

y

�
D

�
cos ˇ � sin ˇ

sin ˇ cos ˇ

��
u

v

�
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来计算这个二重积分，我们有

I.˛/ D

Z C1

�1

Z C1

�1

.vTAv/˛ e�vTAv dx dy

D

Z C1

�1

Z C1

�1

�
�1u2

C �2v2
�

e�.�1u2C�2v2/

ˇ̌̌̌
D.x; y/

D.u; v/

ˇ̌̌̌
du dv

D

Z C1

�1

Z C1

�1

�
�1u2

C �2v2
�

e�.�1u2C�2v2/ du dv;

其中 D.x;y/

D.u;v/
是变换的 Jacobi行列式.

利用变换 u D
x0

p
�1

; v D
y0

p
�2
，我们得到

I.˛/ D
1

p
�1�2

Z C1

�1

Z C1

�1

.x02
C y 02/˛ e�.x02Cy02/ dx0 dy 0

D
1

p
det A

Z C1

0

Z 2π

0

�2˛ e��2

� d� d�

D
2π

p
det A

Z C1

0

�2˛ e��2

� d� .�2
D t/

D
π

p
det A

Z C1

0

t˛ e�t dt

D
π�.˛ C 1/

p
det A

:

当 ˛ D 0且 A D

�
2 �1

�1 2

�
时，我们得到 [58, Problem 2.3.3, P.40]

Z C1

�1

Z C1

�1

e�.x2C.x�y/2Cy2/ dx dy D
π

p
3

:

4.90 如果 �1; �2是 A的特征值，则 1
�1

; 1
�2
是 A�1的特征值. 设旋转矩阵 P 满足 A�1 D

PJAP �1，我们通过代换 X D P Y 来计算此积分，即�
x

y

�
D

�
cos � � sin �

sin � cos �

��
x0

y 0

�
;

且我们有“
R2

e� 1
2

vTA�1v

�
�

1

2
vTA�1v � ln

�
2π

p
det A

��
dx dy

D

“
R2

e
� 1

2

�
x02

�1
C

y02

�2

��
�

1

2

�
x02

�1

C
y 02

�2

�
� ln

�
2π

p
det A

��ˇ̌̌̌ D.x; y/

D.x0; y 0/

ˇ̌̌̌
dx0 dy 0
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D

“
R2

e
� 1

2

�
x02

�1
C

y02

�2

��
�

1

2

�
x02

�1

C
y 02

�2

�
� ln

�
2π

p
det A

��
dx0 dy 0

�
x0 D

p
�1u

y 0 D
p

�2v

�
D

“
R2

e� 1
2

.u2Cv2/

�
�

1

2
.u2

C v2/ � ln
�
2π

p
det A

��p
�1�2 du dv

D
p

det A

Z C1

0

Z 2π

0

e� 1
2

�2

�
�

1

2
�2

� ln
�
2π

p
det A

��
� d� d˛

D 2π
p

det A

�
�

1

2

Z C1

0

e� 1
2

�2

�3 d� � ln
�
2π

p
det A

� Z C1

0

e
1
2

�2

� d�

�
D � 2π

p
det A

h
1 C ln

�
2π

p
det A

�i
:

4.91 设 �1; �2是 A的特征值，且可逆矩阵 P 满足 A D PJAP �1，我们有

eAx
D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

P

 
e�1x 0

0 e�2x

!
P �1; 如果JA D

 
�1 0

0 �2

!
P

 
e�x x e�x

0 e�x

!
P �1; 如果JA D

 
� 1

0 �

! :

在我们接下来的计算中会用到下面的积分公式，其可以直接通过计算证明.
如果 � 2 C且 ˛ > 0，则：Z C1

�1

e�˛x2C�x dx D

r
π
˛

e
�2

4˛ 且
Z C1

�1

x e�˛x2C�x dx D

r
π
˛

�

2˛
e

�2

4˛ :

如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，我们有Z C1

�1

eAx e�˛x2

dx D P

�Z C1

�1

eJAx e�˛x2

dx

�
P �1

D P

�Z C1

�1

�
e�1x 0

0 e�2x

�
e�˛x2

dx

�
P �1

D P

 R C1

�1
e�˛x2C�1x dx 0

0
R C1

�1
e�˛x2C�2x dx

!
P �1

D

r
π
˛

P

0@e
�2

1
4˛ 0

0 e
�2

2
4˛

1AP �1

D

r
π
˛

e
A2

4˛ :

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则Z C1

�1

eAx e�˛x2

dx D P

�Z C1

�1

eJAx e�˛x2

�
P �1
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D P

�Z C1

�1

�
e�x x e�x

0 e�x

�
e�˛x2

dx

�
P �1

D P

 R C1

�1
e�˛x2C�x dx

R C1

�1
x e�˛x2C�x dx

0
R C1

�1
e�˛x2C�x dx

!
P �1

D

r
π
˛

P

 
e

�2

4˛
�

2˛
e

�2

4˛

0 e
�2

4˛

!
P �1

D

r
π
˛

e
A2

4˛ :

4.92 解法一. 在问题 4.91中把 A换为 iA，我们得到Z C1

�1

eiAx e�˛x2

D

r
π
˛

e� A2

4˛ ;

由于 eiAx D cos.Ax/ C i sin.Ax/，我们有Z C1

�1

�
cos.Ax/ C i sin.Ax/

�
e�˛x2

D

r
π
˛

e� A2

4˛ :

将此等式等式中的实部和虚部提取出来，问题就解决了.
解法二. 利用类似于问题 4.91中的技巧.

4.93 我们需要下面的公式，其可以直接计算证明.

三个包含正弦和余弦的指数积分.
如果 ˛是正实数，̌ 2 C满足 ˛ > j=.ˇ/j，则

(a)
R C1

0
e�˛x cos.ˇx/ dx D

˛
˛2Cˇ2；

(b)
R C1

0
e�˛x sin.ˇx/ dx D

ˇ

˛2Cˇ2；

(c)
R C1

0
x e�˛x cos.ˇx/ dx D

˛2�ˇ2

.˛2Cˇ2/2 .

(a) 设 �1; �2 是 A 的特征值，如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，且非奇异矩阵 P 满足 A D

PJAP �1. 这意味着 sin.Ax/ D P sin.JAx/P �1，其中 sin.JAx/ D

�
sin.�1x/ 0

0 sin.�2x/

�
，

于是Z C1

0

sin.Ax/e�˛x dx D P

�Z C1

0

sin.JAx/e�˛x dx

�
P �1

D P

 R C1

0
sin.�1x/e�˛x dx 0

0
R C1

0
sin.�2x/e�˛x dx

!
P �1
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D P

 
�1

�2
1C˛2

0

0 �2

�2
2C˛2

!
P �1

D A.A2
C ˛2I2/�1:

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则 sin.JAx/ D

�
sin.�x/ x cos.�x/

0 sin.�x/

�
，我们有Z C1

0

sin.Ax/e�˛x dx D P

�Z C1

0

sin.JAx/e�˛x dx

�
P �1

D P

 R C1

0
sin.�x/e�˛x dx

R C1

0
x cos.�x/e�˛x dx

0
R C1

0
sin.�x/e�˛x dx

!
P �1

D P

 
�

�2C˛2

˛2��2

.˛2C�2/2

0 �
�2C˛2

!
P �1

D A.A2
C ˛2I2/�1:

问题的 (b)也是类似解决.
4.94 (a)我们需要下面的公式，其可以直接计算证明.

Euler–Poisson积分. 设 � > 0，成立如下公式：

(a)
R C1

0
e��x2

dx D

p
π

2
p

�
；

(b)
R C1

0
x2 e��x2

dx D

p
π

4�
p

�
；

(c)
R C1

0
e��xn

dx D
�.1C 1

n/
n
p

�
，其中 � 表示 Gamma函数，n 2 N.

设 JA 是 A 的 Jordan 标准形，且可逆矩阵 P 满足 A D PJAP �1. 计算可得 JA D�
2 1

0 2

�
; P D

�
1 0

1 1

�
，且 P �1 D

�
1 0

�1 1

�
. 我们有

e�Ax2

D P

 
e�2x2

�x2 e�2x2

0 e�2x2

!
P �1;

于是 Z C1

0

e�Ax2

dx D P

 R C1

0
e�2x2

dx �
R C1

0
x2 e�2x2

dx

0
R C1

0
e�2x2

dx

!
P �1

D

p
π

2
P

 
1

p
2

�
1

4
p

2

0 1
p

2

!
P �1

D

p
π

2

�
1 0

1 1

� 1
p

2
�

1

4
p

2

0 1
p

2

!�
1 0

�1 1

�
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D

p
π

2

 
5

4
p

2
�

1

4
p

2
1

4
p

2
�

3

4
p

2

!
:

注意到如果 B D

 
5

4
p

2
�

1

4
p

2
1

4
p

2
�

3

4
p

2

!
，则 B2 D A�1.

(b) A D aI2 C bJ，其中 J D

�
0 1

1 0

�
. 于是

e�Axn

D e�.aI2CbJ /xn

D e�axnI2 e�bxnJ
D e�axn

e�bxnJ :

计算可得 e�bxnJ D cosh.bxn/I2 � sinh.bxn/J，于是

e�Axn

D
e�.a�b/xn

Ce�.aCb/xn

2
I2 �

e�.a�b/xn

�e�.aCb/xn

2
J:

那么这里的问题通过积分以及 Euler–Poisson积分的 (c)即得. 计算 e�Axn

的另一种方法

是利用问题 4.32的 (a).
4.95 我们需要下面的 Laplace积分公式.

三个 Laplace积分.

(a) 以下公式成立：Z C1

0

cos ax

1 C x2
dx D

π
2

e�jaj 以及
Z C1

0

x sin ax

1 C x2
dx D

π
2

e�jaj sign a; a 2 R:

(b) 如果 a 2 R，则 Z C1

0

e�x2

cos 2ax dx D

p
π

2
e�a2

:

(a)注意到 A D aI2 C bJ，其中 J D

�
0 1

1 0

�
，于是

cos.Ax/ D cos.aI2 C bJ /x D cos.ax/ cos.bxJ / � sin.ax/ sin.bxJ /:

计算可知 cos.bxJ / D cos.bx/I2; sin.bxJ / D sin.bx/J，这意味着

cos.Ax/ D cos.ax/ cos.bx/I2 � sin.ax/ sin.bx/J

D
�

cos.a C b/x C cos.a � b/x
�I2

2
�
�

cos.a � b/x � cos.a C b/x
�J

2
;

于是我们有Z C1

0

cos.Ax/

1 C x2
dx D

�Z C1

0

cos.a C b/x C cos.a � b/x

1 C x2
dx

�
I2

2
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�

�Z C1

0

cos.a � b/x � cos.a C b/x

1 C x2
dx

�
J

2

D
π
4

�
e�jaCbj Ce�ja�bj e�jaCbj �e�ja�bj

e�jaCbj �e�ja�bj e�jaCbj Ce�ja�bj

�
:

挑战性问题和 (b)都可以类似地解决.
注 4.23 如果 A 2 M2.R/，读者可能希望利用定理 A.2和 A.3来计算积分Z C1

0

cos.Ax/

1 C x2
dx;

Z C1

0

x sin.Ax/

1 C x2
dx; 和

Z C1

0

e�x2

cos.Ax/ dx:

4.96 注意到 A D aI2 C bJ，其中 J D

�
0 1

1 0

�
，利用 Fresnel积分

Z C1

0

sin x2 dx D

Z C1

0

cos x2 dx D
1

2

r
π
2

:

挑战性问题可以利用 Fresnel积分

Z C1

0

cos xn dx D �

�
1 C

1

n

�
cos

π
2n

:

我们将细节留给感兴趣的读者.

4.97 (a) 设 JA 是 A 的 Jordan 标准形，可逆矩阵 P 满足 A D PJAP �1. 如果 JA D�
�1 0

0 �2

�
，则 e�Ax D P

�
e��1x 0

0 e��2x

�
P �1，于是

Z C1

0

e�Ax dx D P

 R C1

0
e��1x dx 0

0
R C1

0
e��2x dx

!
P �1

D P

� 1
�1

0

0 1
�2

�
P �1

D A�1:

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则 e�Ax D P

�
e��x x e��x

0 e��x

�
P �1，于是

Z C1

0

e�Ax dx D P

 R C1

0
e��x dx �

R C1

0
e��x x dx

0
R C1

0
e��2x dx

!
P �1

D P

�
1
�

�
1

�2

0 1
�

�
P �1
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D A�1:

(b)由 (a)，我们有Z C1

0

e�Ax e˛x dx D

Z C1

0

e�.A�˛I2/x dx D .A � ˛I2/�1:

(c)如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则

Z C1

0

e�Ax xn dx D P

 R C1

0
e��1x xn dx 0

0
R C1

0
e��2x xn dx

!
P �1

D P

 nŠ

�
nC1
1

0

0 nŠ

�
nC1
2

!
P �1

D nŠA�.nC1/:

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则

Z C1

0

e�Ax xn dx D P

 R C1

0
e��x xn dx �

R C1

0
e��x xnC1 dx

0
R C1

0
e��x xn dx

!
P �1

D P

�
nŠ

�nC1 �
.nC1/Š

�nC2

0 nŠ
�nC1

�
P �1

D nŠA�.nC1/:

4.98 (a)设 JA D

�
�1 0

0 �2

�
是 A的 Jordan标准形，可逆矩阵 P 满足 A D PJAP �1，我

们有 Z C1

0

sin.Ax/

x
dx D P

 R C1

0
sin.�1x/

x
dx 0

0
R C1

0
sin.�2x/

x
dx

!
P �1

D P

�
sign.�1/ π

2
0

0 sign.�2/ π
2

�
P �1

D

´
π
2
I2; 如果�1; �2 > 0

�
π
2
I2; 如果�1; �2 < 0

:

在计算中我们已经利用了 Dirichlet积分
R C1

0
sin.�x/

x
dx D sign.�/ π

2
; � 2 R.

(b)如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则

Z C1

0

sin2.Ax/

x2
dx D P

 R C1

0
sin2.�1x/

x2 dx 0

0
R C1

0
sin2.�2x/

x2 dx

!
P �1
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D P

�
sign.�1/�1

π
2

0

0 sign.�2/�2
π
2

�
P �1

D

´
π
2
A; 如果�1; �2 > 0

�
π
2
A; 如果�1; �2 < 0

:

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则Z C1

0

sin2.Ax/

x2
dx D P

 R C1

0
sin2.�x/

x
dx

R C1

0
sin.2�x/

x2 dx

0
R C1

0
sin2.�x/

x2 dx

!
P �1

D P

�
sign.�/� π

2
sign.�/ π

2

0 sign.�/� π
2

�
P �1

D

´
π
2
A; 如果� > 0

�
π
2
A; 如果� < 0

:

在计算中我们已经利用了 Dirichlet积分
R C1

0
sin2.�x/

x2 dx D sign.�/� π
2
.

4.99 设 �1; �2 是 A的相异特征值，则 A C I2 的特征值为正实数 �1 C 1和 �2 C 1，而

A � I2的特征值为负实数 �1 � 1和 �2 � 1. 由问题 4.98的 (b)，我们有Z C1

0

sin.Ax/ cos x

x
dx D

Z C1

0

sin.Ax/ cos.I2x/

x
dx

D

Z C1

0

sin.A C I2/x C sin.A � I2/x

2x
dx

D
1

2

�π
2

I2 �

�
�

π
2

I2

��
D

π
2

I2:

4.100 设�1; �2是A的特征值，JA是A的 Jordan标准形，可逆矩阵P 满足A D PJAP �1.

如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则Z C1

0

e�˛Ax �e�ˇAx

x
dx D P

 R C1

0
e�˛�1x �e�ˇ�1x

x
dx 0

0
R C1

0
e�˛�2x �e�ˇ�2x

x
dx

!
P �1

D P

�
ln ˇ

˛
0

0 ln ˇ

˛

�
P �1

D

�
ln

ˇ

˛

�
I2:

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则Z C1

0

e�˛Ax �e�ˇAx

x
dx D P

 R C1

0
e�˛�x �e�ˇ�x

x
dx

R C1

0
�˛x e�˛�x Cˇx e�ˇ�x

x
dx

0
R C1

0
e�˛�x �e�ˇ�x

x
dx

!
P �1
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D P

�
ln ˇ

˛
0

0 ln ˇ

˛

�
P �1

D

�
ln

ˇ

˛

�
I2:

4.101 (a) 设 �1; �2 是 A 的特征值，JA 是 A 的 Jordan 标准形，可逆矩阵 P 满足 A D

PJAP �1.

如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则Z C1

0

f .˛Ax/ � f .ˇAx/

x
dx

D P

�Z C1

0

f .˛JAx/ � f .ˇJAx/

x
dx

�
P �1

D P

 R C1

0
f .˛�1x/�f .ˇ�1x/

x
dx 0

0
R C1

0
f .˛�2x/�f .ˇ�2x/

x
dx

!
P �1

D P

��
f .0/ � f .C1/

�
ln ˇ

˛
0

0
�
f .0/ � f .C1/

�
ln ˇ

˛

�
P �1

D

��
f .0/ � f .C1/

�
ln

ˇ

˛

�
I2:

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，我们有

f .˛Ax/ � f .ˇAx/ D

�
f .˛�x/ � f .ˇ�x/ ˛xf 0.˛�x/ � ˇxf 0.ˇ�x/

0 f .˛�x/ � f .ˇ�x/:

�
因此，Z C1

0

f .˛Ax/ � f .ˇAx/

x
dx D P

�Z C1

0

f .˛JAx/ � f .ˇJAx/

x
dx

�
P �1

D P

 R C1

0
f .˛�x/�f .ˇ�x/

x
dx

R C1

0

�
f̨ 0.˛�x/ � f̌ 0.ˇ�x/

�
dx

0
R C1

0
f .˛�x/�f .ˇ�x/

x
dx

!
P �1

D P

��
f .0/ � f .C1/

�
ln ˇ

˛
0

0
�
f .0/ � f .C1/

�
ln ˇ

˛

�
P �1

D

��
f .0/ � f .C1/

�
ln

ˇ

˛

�
I2:

(b)设函数 f W Œ0; C1/ ! R定义为 f .x/ D
sin2 x

x2 ; x ¤ 0，而 f .0/ D 1. 注意到

sin4.Ax/

x3
D

sin2.Ax/

x2 �
sin2.2Ax/

4x2

x
D

f .Ax/ � f .2Ax/

x
A2:
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由 (a)，我们有 Z C1

0

sin4.Ax/

x3
dx D A2 ln 2:

要计算第二个积分，我们设函数 g W Œ0; C1/ ! R 定义为 g.x/ D
sin x

x
; x ¤ 0，而

g.0/ D 1. 我们有
sin3.Ax/

x2
D

g.Ax/ � g.3Ax/

x
�
3A

4
:

于是由 (a)，我们有 Z C1

0

sin3.Ax/

x2
dx D

3 ln 3

4
A:

(c)定义函数 f W Œ0; C1/ ! R为 f .x/ D
1�e�x

x
; x ¤ 0，而 f .0/ D 1，计算可知�

I2 � e�Ax

x

�2

D 2A
f .Ax/ � f .2Ax/

x
;

由 (a)，我们有
R C1

0

�
I2�e�Ax

x

�2

dx D .2 ln 2/A.

我们提及一下，问题的 (b)和 (c)启发于正弦 Frullani积分Z C1

0

sin4 x

x3
dx D ln 2 和

Z C1

0

sin3 x

x2
dx D

3 ln 3

4
;

第一个积分属于Mircea Ivan，而二次 Frullani积分则属于 Furdui和 Sîntǎmǎrian [33].Z C1

0

�
1 � e�x

x

�2

dx D 2 ln 2:

4.102 设 �1; �2 是 A的特征值，JA D

�
�1 0

0 �2

�
是 A的 Jordan标准形，可逆矩阵 P 满

足 A D PJAP �1，则�
e�Ax �e�Ay

x � y

�2

D P

0@�e��1x �e��1y

x�y

�2

0

0
�

e��2x �e��2y

x�y

�2

1AP �1;

由引理 A.4，这说明Z C1

0

Z C1

0

�
e�Ax �e�Ay

x � y

�2

dx dy

D P

0@R C1

0

R C1

0

�
e��1x �e��1y

x�y

�2

dx dy 0

0
R C1

0

R C1

0

�
e��2x �e��2y

x�y

�2

dx dy

1AP �1

D P

�
ln 4 0

0 ln 4

�
P �1

D .ln 4/I2:
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第
5
章

矩阵在平面几何中的应用

Everyone wants to teach and nobody wants to learn.
Niels Abel（1802–1829）

5.1 线性变换

定义 5.1 设 A 2 M2.R/. 函数 fA W R2 ! R2定义为

fA.x; y/ D .x0; y 0/; 其中
�

x0

y 0

�
D A

�
x

y

�
;

称为是一个 R2上的由矩阵 A定义的线性变换（或者由 A定义的线性映射）.
矩阵 A称为线性变换 fA的在标准基下的矩阵，记为 Af .

命题 5.1 线性变换 fA W R2 ! R2; fA.x; y/ D .x0; y 0/，其中�
x0

y 0

�
D A

�
x

y

�
; A 2 M2.R/;

具有如下性质：

(a) fA

�
.x1; y1/ C .x2; y2/

�
D fA.x1; y1/ C fA.x2; y2/; 8.x1; y1/; .x2; y2/ 2 R2；

(b) f
�
˛.x1; y1/

�
D f̨A.x1; y1/; 8˛ 2 R; 8.x1; y1/ 2 R2，

其中，R2在注 1.3中为单行矩阵或（单列矩阵）定义的运算下构成一个实向量空间.

证 (a)我们有

A

��
x1

y1

�
C

�
x2

y2

��
D A

�
x1 C x2

y1 C y2

�
D A

�
x1

y1

�
C A

�
x2

y2

�
;

于是 (a)得证.

243



我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

(b)另一方面，

A˛

�
x

y

�
D A

�
˛x

˛y

�
D ˛A

�
x

y

�
;

命题得证. �

注 5.1 我们提及一下在命题 5.1中的性质 (a)和 (b)等价于

fA

�
˛.x1; y1/ C ˇ.x2; y2/

�
D f̨A.x1; y1/ C f̌A.x2; y2/;

对任意 ˛; ˇ 2 R和 8.x1; y1/; .x2; y2/ 2 R2成立.
我们还有以下性质：

线性变换是保持零向量的：fA.0; 0/ D .0; 0/；

fA

�
� .x; y/

�
D �fA.x; y/；

恒等映射：fI2
.x; y/ D .x; y/或 fI2

D IR2 .

定义 5.2 线性变换的核与像. 集合

Ker fA D
®
.x; y/ 2 R2

W fA.x; y/ D .0; 0/
¯

称为 fA的核，而集合

Im fA D
®
fA.x; y/ W .x; y/ 2 R2

¯
称为 fA的像.

因此，线性变换的核是 R2中由所有被 fA映为零（R2中的零向量）的点（向量）构

成，而 fA的像是由 R2中所有被 fA在 R2中的点（向量）映射所得的点（向量）构成.
引理 5.1 以下性质成立：

(a) fA的核是 R2的一个子空间.

8˛; ˇ 2 R以及 8.x1; y1/; .x2; y2/ 2 Ker fA，我们有 ˛.x1; y1/ C ˇ.x2; y2/ 2 Ker fA；

(b) fA的像是 R2的一个子空间.

8˛; ˇ 2 R以及 8.x1; y1/; .x2; y2/ 2 Im fA，我们有 ˛.x1; y1/ C ˇ.x2; y2/ 2 Im fA.

证 本引理的证明留给感兴趣的读者作为练习. �

定理 5.1 如果 A; B 2 M2.R/，而 fA; fB 是由 A; B 确定的线性变换，则函数 fA ı fB W

R2 ! R2是由 AB 确定的线性变换.
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证 如果 fB.x; y/ D .x0; y 0/且 fA.x0; y 0/ D .x00; y 00/，则

fA ı fB.x; y/ D fA

�
fB.x; y/

�
D fA.x0; y 0/ D .x00; y 00/;

其中 �
x00

y 00

�
D A

�
x0

y 0

�
且

�
x0

y 0

�
D B

�
x

y

�
:

于是 �
x00

y 00

�
D AB

�
x

y

�
;

所以线性变换 fA ı fB 的矩阵为 AB . �

5.2 特殊变换的矩阵

在本节以及接下来的计算中，为了简化计算，我们将点 .x; y/ 2 R2写成向量
�

x

y

�
.

定理 5.2 线性变换的矩阵.
如果线性变换 fA W R2 ! R2; fA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
，其中 A 2 M2.R/，满足

fA

�
1

0

�
D

�
a

b

�
且 fA

�
0

1

�
D

�
c

d

�
; 则 A D

�
a c

b d

�
:

证 设 A D

�
m n

p q

�
，由于

fA

�
1

0

�
D

�
m n

p q

��
1

0

�
D

�
m

p

�
D

�
a

b

�
;

fA

�
0

1

�
D

�
m n

p q

��
0

1

�
D

�
n

q

�
D

�
c

d

�
;

我们得到 A D

�
a c

b d

�
，定理得证. �

利用定理 5.2，我们可以求出不同线性变换的矩阵.
通过原点反射的矩阵.

我们希望求出通过原点反射的矩阵. 这是一个线性变换，将点M.x; y/映为M 0.�x; �y/，

即M 关于原点的对称点.

设 fA W R2 ! R2; fA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
，其中 A D

�
a c

b d

�
.
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由于

fA

�
1

0

�
D

�
�1

0

�
且 fA

�
0

1

�
D

�
0

�1

�
;

由定理 5.2，我们有 A D

�
�1 0

0 �1

�
就是通过原点反射的矩阵.

通过 x轴反射的矩阵

现在我们求出通过 x轴反射的矩阵. 这是一个线性变换，将点M.x; y/映为M 0.x; �y/，

即M 关于 x轴的对称点.
由于

fA

�
1

0

�
D

�
1

0

�
且 fA

�
0

1

�
D

�
0

�1

�
;

由定理 5.2，我们有 A D

�
1 0

0 �1

�
就是通过 x轴反射的矩阵.

通过 y 轴反射的矩阵

和前面的计算一样，我们可得通过 y 轴反射的矩阵为 A D

�
�1 0

0 1

�
.

绕原点旋转角度 ˛的旋转矩阵.
设 ˛ 2 .0; 2π/. 绕原点旋转角度 ˛ 的变换保持原点 O 不变（它将 O 映为 O），且

将点 M 映为点 M 0，使得线段 ŒOM� 和 ŒOM 0� 具有相同的长度，即 OM D OM 0 且

†MOM 0 D †˛，且这两个角度的朝向相同（如果 ˛ > 0，则旋转是逆时针；如果 ˛ < 0，

则旋转是顺时针）.

设 fA W R2 ! R2; fA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
，其中 A D

�
a c

b d

�
且 ˛ > 0.

我们有 x0 D cos.� C ˛/ D cos � cos ˛ � sin � sin ˛; cos � D x; sin � D y. 于是
x0 D x cos ˛ � y sin ˛. 类似地，y 0 D sin.� C ˛/ D sin � cos ˛ C cos � sin ˛，于是 y 0 D

x sin ˛ C y cos ˛.
由于

fA

�
1

0

�
D

�
cos ˛

sin ˛

�
且 fA

�
0

1

�
D

�
� sin ˛

cos ˛

�
;

由定理 5.2，我们有 A D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
是绕原点旋转角度 ˛的旋转矩阵.

我们已经将这个矩阵（见问题 1.61）记为 R˛ D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
.

任意角度为 ˛的旋转是一个双射，且其逆是角度为 �˛的旋转.
所有绕原点的旋转构成的集合在（变换）的复合下构成一个 Abel群，称为旋转群.
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绕任意点 .x0; y0/的旋转满足方程´
x0

D x0 C .x � x0/ cos ˛ � .y � y0/ sin ˛

y 0
D y0 C .x � x0/ sin ˛ C .y � y0/ cos ˛

:

因子为 k 的均匀缩放矩阵.
设 k 2 R�，因子为 k 的均匀缩放是一个线性变换（几何变换），它将点 M 映成

点M 0，且使得
���!
OM 0 D k

��!
OM，其中 O 是坐标原点. 我们立刻得到点M.x; y/的像就是

M 0.kx; ky/.

设 fA W R2 ! R2; fA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
，其中 A D

�
a c

b d

�
. 由于

fA

�
1

0

�
D

�
k

0

�
且 fA

�
0

1

�
D

�
0

k

�
;

由定理 5.2，我们有 A D

�
k 0

0 k

�
就是因子为 k的均匀缩放矩阵.

注 5.2 当 k D �1时，均匀缩放就变成了通过原点的反射.
我们提及一下，在几何上，因子为 k > 0的均匀缩放也叫做以原点为中心，比率为 k

的位似. 我们将因子为 k的均匀缩放记为 �0;k，且我们有 �0;k.x; y/ D .kx; ky/.
以 .x0; y0/为中心，比率为 k 的位似记为 �.x0;y0/;k，其定义为

�.x0;y0/;k.x; y/ D
�
x0 C k.x � x0/; y0 C k.y � y0/

�
:

设 fA W R2 ! R2; fA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
，其中 A D

�
a b

c d

�
.

从 R2中的向量到 x轴的正交投影矩阵

由于点M.x; y/到 x轴的投影是点M 0.x; 0/，我们得到

fA

�
1

0

�
D

�
1

0

�
且 fA

�
0

1

�
D

�
0

0

�
;

由定理 5.2，我们有 A D

�
1 0

0 0

�
是从 R2中的向量到 x轴的正交投影矩阵.

从 R2中的向量到 y 轴的正交投影矩阵

类似地，我们可以得到 A D

�
0 0

0 1

�
是从 R2中的向量到 y 轴的正交投影矩阵.

5.3 平面投影和反射

定义 5.3 满足 P ı P D P 的线性变换 P W R2 ! R2称为平面的投影.
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注 5.3 一个投影是一个幂等的线性变换，即 P ı P ı � � � ı P„ ƒ‚ …
n次

D P; 8n > 2.

定理 5.3 如果投影 P W R2 ! R2由矩阵 A定义，则矩阵 A是幂等的，即 A2 D A.

证 由定理 5.1，我们有 AP ıP D AP AP D A2
P，于是 A2 D A. �

要求出平面上的所有投影，我们首先需要求出它们关联的矩阵，即幂等矩阵.

定理 5.4 实幂等矩阵.
矩阵 A D

�
a b

c d

�
2 M2.R/是幂等的当且仅当它具有以下形式之一：

(a) A1 D O2；

(b) A2 D I2；

(c) A3 D

�
0 0

c 1

�
; x 2 R；

(d) A4 D

�
1 0

c 0

�
; c 2 R；

(e) A5 D

�
a b

a�a2

b
1 � a

�
; a 2 R; b 2 R�.

证 见问题 1.14的解答. �

接下来的定理给出了平面上所有投影的几何解释.

定理 5.5 平面投影.
平面上的投影是线性映射 P1; P2; P3; P4; P5 W R2 ! R2，其定义为

(a) P1.x; y/ D .0; 0/（零投影，平面上的所有点都投影到原点）；

(b) P2.x; y/ D .x; y/（恒等变换）；

(c) P3.x; y/ D .0; cx C y/（沿着直线 cx C y D 0的方向到 y 轴的斜投影）；

点M.x; y/被投影到 y 轴上,连接点 .x; y/和它的像 P.x; y/ D .x0; y 0/的

直线具有相同的斜率

m D
y 0 � y

x0 � x
D

cx C y � y

�x
D �c （常数）:

综上，P3是沿着直线 cx C y D 0方向到 y 轴的斜投影.

(d) P4.x; y/ D .x; cx/（到直线 y D cx 的垂直投影）；
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我们有 Im P4 D ¹.x; cx/ W x 2 Rº，即此变换的像为直线 y D cx. 由于点
.x; y/和 .x; cx/在同一条垂直的直线的上，我们得到 P4 是到直线 y D cx 的

垂直投影；

(e) P5.x; y/ D

�
ax C by; a�a2

b
x C .1 � a/y

�
（沿着直线 cx C y D 0的方向到直线

y D
1�a

b
x的斜投影）；

我们有

Im P5 D

²�
t;

1 � a

b
t

�
W t 2 R

³
;

于是此变换的像就是直线 y D
1�a

b
x.

连接点M.x; y/和它的像 P5.x; y/ D M 0.x0; y 0/的直线斜率为

m D
y 0 � y

x0 � x
D �

a

b
（常数）:

综上，P5是沿着直线 cx C y D 0的方向到直线 y D
1�a

b
x的斜投影.

证 由定理 5.4即得. �

定理 5.6 投影的基本性质.
设 A 2 M2.R/; A2 D A; A ¤ O2; A ¤ I2，且令

PA W R2
! R2; PA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
:

则：

(a) Ker PA是一条直线；

(b) Im PA是一条直线；

(c) PA沿着直线 Ker PA的方向将点 .x; y/投影到直线 Im PA上；

(d) 任意点 .x; y/ 2 R2可以唯一写成 Ker PA中的一个点和 Im PA中的一个点的和

（这意味着 R2是子空间 Ker PA与 Im PA的直和，即 R2 D Ker PA ˚ Im PA）；

(e) 幂等矩阵 A; A ¤ O2; A ¤ I2的 Jordan标准形为 JA D

�
1 0

0 0

�
.

证 由定理的条件，我们可知 A的秩为 1，所以方程组 AX D 0有一个非平凡解X0 ¤ 0，

此方程组的任意解形如 X D ˛X0; ˛ 2 R.

(a) Ker PA D ¹.x; y/；xy0 D yx0º，其中 X0 D

�
x0

y0

�
.
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(b) Y 2 Im PA , 存在 X 2 R2 使得 AX D Y，即非齐次方程组 AX D Y 是相容的.
这等价于 rank.AjY / D rank.A/ D 1，这意味着，如果 A1 是 A 的一个非零列，则

Y D ˛A1; ˛ 2 R. 因此，对 A1 D

�
a

c

�
，我们有 Im PA D ¹.x; y/ W cx D ayº.

(c) 显然 PA 将平面上的点映到直线 Im PA 上，我们只需要证明连接平面上的一个点和

它的像的向量平行于直线 Ker PA，即向量 AX � X 与向量 X0 成比例，其中 X0 满

足 AX0 D 0. 然而 A.AX � X/ D A2X � AX D .A2 � A/X D 0，这意味着向量

X1 D AX � X 是方程组 AX1 D 0的解，所以 X1 2 Ker PA.

(d) 注意到任意点 .x; y/ 2 R2可以唯一写成 .x; y/ D .x; y/ � PA.x; y/ C PA.x; y/，其中

.x; y/ � PA.x; y/ 2 Ker PA，而 PA.x; y/ 2 Im PA.

定理得证. �

定义 5.4 满足 S ı S D IR2（这意味着 S 是一个双射，且 S�1 D S）的线性变换

S W R2 ! R2称为对合或者平面的反射.
定理 5.7 如果 S W R2 ! R2 是一个由矩阵 A 定义的对合，则矩阵 A 是对合的，即

A2 D I2.

证 由定理 5.1，我们有 ASıS D ASAS D A2
S，于是 A2 D I2. �

要求出平面上的所有投影，我们首先需要求出它们关联的矩阵，即对合矩阵.

定理 5.8 实对合矩阵.
矩阵 B D

�
a b

c d

�
2 M2.R/是幂等的当且仅当它具有以下形式之一：

(a) B1 D �I2；

(b) B2 D I2；

(c) B3 D

�
�1 0

c 1

�
; c 2 R；

(d) B4 D

�
1 0

c �1

�
; c 2 R；

(e) B5 D

�
a b

1�a2

b
�a

�
; a 2 R; b 2 R�.

证 见问题 1.12的解答. �

和投影的情形一样，下面的定理给出了平面上所有反射的几何解释.
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定理 5.9 平面的反射.
平面上的投影是线性映射 S1; S2; S3; S4; S5 W R2 ! R2，其定义为

(a) S1.x; y/ D .�x; �y/（通过原点的反射）；

(b) S2.x; y/ D .x; y/（恒等变换）；

(c) S3.x; y/ D .�x; cx C y/（直线 cx C 2y D 0通过 y 轴方向的反射）；

(d) S4.x; y/ D .x; cx � y/（y 轴通过直线 cx � 2y D 0方向的反射）；

(e) S5.x; y/ D

�
ax C by; 1�a2

b
x � ay

�
（直线 .a C 1/x C by D 0 通过直线 .a �

1/x C by D 0方向的反射）.

证 由定理 5.8即得. �

定理 5.10 反射的基本性质.
设 A 2 M2.R/; A2 D I2; A ¤ ˙I2，令

SA W R2
! R2; SA

�
x

y

�
D A

�
x

y

�
:

则：

(a) 集合 Inv SA D ¹.x; y/ 2 R2 W SA.x; y/ D .�x; �y/º是一条直线；

(b) 不动点集合 Fix SA D ¹.x; y/ 2 R2 W S.x; y/ D .x; y/º是一条直线；

(c) 对任意 X D

�
x

y

�
，存在唯一的向量 X1; X2 2 R2 满足 AX1 D �X1; AX2 D X2，

且 X D X1 C X2；

(d) SA是直线 Inv SA方向通过直线 Fix SA的反射；

(e) 任意点 .x; y/ 2 R2可以唯一写成 Fix SA中的一个点和 Inv SA中的一个点的和

（这意味着 R2是子空间 Fix SA与 Inv SA的直和，即 R2 D Fix SA ˚ Inv SA）；

(f) 对合矩阵 A; A ¤ ˙I2的的 Jordan标准形为 JA D

�
1 0

0 �1

�
.

证 (a)矩阵 A C I2 的秩为 1，所以方程组 AX D �X , .A C I2/X D O2 有非平凡解，

所有非平凡解形如 ˛X0; X0 2 R2; X0 ¤ 0且 ˛ 2 R.
(b)矩阵 A � I2的秩为 1，所以方程组 AX D X , .A � I2/X D O2有非平凡解，所

有非平凡解形如 ˇX1; X1 2 R2; X0 ¤ 0且 ˇ 2 R.
(c)如果存在这样的 X1; X2，则 AX D AX1 C AX2 D �X1 C X2且 X D X1 C X2，所

以 X1 D
1
2
.X � AX/且 X2 D

1
2
.X C AX/，这确实满足条件 AX1 D �X1和 AX2 D X2.
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(d)我们来证明连接一个点和它的像的直线的方向是固定的. 我们有 A.AX � X/ D

A2X � AX D X � AX，这意味着向量 X1 D AX � X 满足等式 AX1 D �X1，所

以 X1 2 Inv SA. 另一方面，A
�

1
2
.AX C X/

�
D

1
2
.A2X C AX/ D

1
2
.X C AX/，所以

X2 D
1
2
.X C AX/是一个不动点，即 AX2 D X2.

(e)任意向量 v D .x; y/ 2 R2可以唯一写成 v D
1
2

�
v C SA.v/

�
C

1
2

�
v � SA.v/

�
，其中

1
2

�
v C SA.v/

�
2 Fix SA，且 1

2

�
v � SA.v/

�
2 Inv SA. �

现在，我们建立一个投影与对合之间的联系. 直觉上，我们有公式

P.x; y/ D
1

2

�
.x; y/ C S.x; y/

�
; .x; y/ 2 R2;

这在几何上可以看成是点 P.x; y/是由点 .x; y/和 S.x; y/确定的线段的中点.

定理 5.11 投影与对合之间的联系.
如果 P W R2 ! R2 是一个投影，则 S D 2P � I 是一个对合；反过来，如果

S W R2 ! R2是一个对合，则 P D
1
2
.I C S/是一个投影，其中 I W R2 ! R2是恒等

映射.

证 设 P 的矩阵为 A 2 M2.R/，S 的矩阵为 B 2 M2.R/，则 A2 D A且 B2 D I2. 如果
B D 2A � I2，则

B2
D 4A2

� 4A C I2 D 4A � 4A C I2 D I2:

另一方面，如果 A D
1
2
.I2 C B/，则

A2
D

1

4
.I2 C 2B C B2/ D

1

4
.I2 C 2B C I2/ D

1

2
.I2 C B/ D A;

定理得证. �

5.4 投影与反射的瑰宝

在本节中，我们收集有关平面投影和反射的瑰宝和其他结果.

定理 5.12 设 D1 W ax C by D 0和 D2 W cx C dy D 0是两条过原点的直线，其中

a2 C b2 ¤ 0; c2 C d 2 ¤ 0; ad � bc ¤ 0.

(a) 沿着直线 D2 的方向到 D1 方向上的投影 P 是一个线性变换 P W R2 ! R2，其

定义为

P.x; y/ D

�
�bcx � bdy

ad � bc
;
acx C ady

ad � bc

�
:
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(b) 直线 D2通过直线 D1方向的反射 S 是一个线性变换 S W R2 ! R2，其定义为

S.x; y/ D

�
�.ad C bc/x � 2bdy

ad � bc
;
2acx C .ad C bc/y

ad � bc

�
:

证 对任意 .x; y/ 2 R2，存在唯一的 .x1; y1/ 2 D1 和 .x2; y2/ 2 D2 使得 .x; y/ D

.x1; y1/ C .x2 C y2/. 由于 Im P D Fix S D D1，且 Ker P D Inv S D D2，我们得到

P.x; y/ D .x1; y1/且 S.x; y/ D .x1; y1/ � .x2; y2/.
解方程组 8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:

ax1 C by1 D 0

cx2 C dy2 D 0

x1 C x2 D x

y1 C y2 D y

;

我们得到

x1 D
�bcx � bdy

ad � bc
; y1 D

acx C ady

ad � bc
; x2 D

adx C bdy

ad � bc
; y2 D

�acx � bcy

ad � bc
:

于是

P.x; y/ D

�
�bcx � bdy

ad � bc
;
acx C ady

ad � bc

�
;

且

S.x; y/ D

�
�.ad C bc/x � 2bdy

ad � bc
;
2acx C .ad C bc/y

ad � bc

�
:

P 和 S 的矩阵分别为

MP D
1

ad � bc

�
�bc �bd

ac ad

�
和 MS D

1

ad � bc

�
�.ad C bc/ �2bd

2ac ad C bc

�
:

定理得证. �

引理 5.2 设 D1; D2; D3; D4 是四条过原点的直线，且满足 D1 ? D3; D2 ? D4. 如
果沿着直线 D2 的方向到直线 D1 的投影的矩阵是M，则沿着直线 D3 的方向到直

线 D4的投影的矩阵是M T.

证 设 D1 W ax C by D 0; D2 W cx C dy D 0; D3 W �bx C ay D 0; D4 W �dx C cy D 0是

引理中的四条直线. 由定理 5.12，我们有沿着直线 D2的方向到直线 D1的投影的矩阵为

M D
1

ad � bc

�
�bc �bd

ac ad

�
;
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而沿着直线D3的方向到直线D4的投影的矩阵可以通过对矩阵M 作变换 a ! �d; b !

c; c ! �b; d ! a，我们得到

1

�ad C bc

�
bc �ac

bd �ad

�
D

1

ad � bc

�
�bc ac

�bd ad

�
D M T:

类似地，我们可以证明，如果 A是沿着直线 D2 的方向通过直线 D1 方向的反射的

矩阵，则 AT 是沿着直线 D3的方向通过直线 D4方向的反射的矩阵. �

引理 5.3 线性映射何时为正交投影?
设 A 2 M2.R/; A ¤ O2; A ¤ I2，且设线性变换 fA W R2 ! R2 的矩阵为 A. 则

fA是正交投影当且仅当 AAT D A.

证 由于 AAT D A，我们得到 AAT D AT，这意味着 A D AT. 因此，A2 D A，这说明 A

是一个幂等矩阵，且 fA 是一个投影. 由引理 5.2，如果 D1 ? D2，则沿着直线 D2 的方向

到直线 D1 的投影是正交的，所以 D3 � D2，且 D4 � D1. 于是 fA 是正交投影当且仅当

A D AT. �

注意. 正交投影 P W R2 ! R2的矩阵为（见问题 5.8）

MP D

�
a b

b 1 � a

�
; a; b 2 R满足 a2

C b2
D a,

且 P.x; y/ D
�
ax C by; bx C .1 � a/y

�
; 8.x; y/ 2 R2.

注意到这不是一个正交矩阵，即相应于正交投影的矩阵是对称矩阵而不是正

交矩阵!

引理 5.4 投影及其矩阵.
设矩阵 A 2 M2.R/ 的特征值为 �1 D 1 和 �2 D 0，且相应的特征向量为

X1 D

�
a

b

�
和 X2 D

�
c

d

�
. 则 A 是沿着直线 D2 W dx � cy D 0 的方向到直线

D1 W bx � ay D 0的投影的矩阵.

证 A的 Jordan标准形为 JA D

�
1 0

0 0

�
，相应的可逆矩阵 P D .X1jX2/ D

�
a c

b d

�
. 计

算可得

A D PJAP �1
D

1

ad � bc

�
ad �ac

bd �bc

�
:

通过在定理 5.12的证明最后的矩阵MP 的公式中替换 a ! b; b ! �a; c ! d; d ! �c，

我们得到此投影的矩阵 A，引理得证. �
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引理 5.5 反射及其矩阵.
设矩阵 B 2 M2.R/ 的特征值为 �1 D 1 和 �2 D �1，相应的特征向量为

X1 D

�
a

b

�
和 X2 D

�
c

d

�
. 则 B 是沿着直线 D2 W dx � cy D 0 的方向通过直线

D1 W bx � ay D 0的反射.

证 B 的 Jordan标准形为 JB D

�
1 0

0 �1

�
，相应的可逆矩阵 Q D .X1jX2/ D

�
a c

b d

�
，

且Q�1 D
1

ad � bc

�
d �c

�b a

�
.

计算可得

B D QJBQ�1
D

1

ad � bc

�
ad C bc �2ac

2bd �.ad C bc/

�
:

通过在定理 5.12的证明最后的矩阵MS 的公式中替换 a ! b; b ! �a; c ! d; d ! �c，

我们得到此反射的矩阵 B，引理得证. �

5.5 平面的等距

定义 5.5 满足 T .x; y/ D .x0; y 0/; x2 C y2 D x02 C y 02 对任意 .x; y/ 2 R2 的线性变换

T W R2 ! R2称为是平面的线性等距.
引理 5.6 等距保持 R2中内积，保持点之间的距离和向量的夹角.

证 如果 T .x1; y1/ D .x0
1; y 0

1/且 T .x2; y2/ D .x0
1; y 0

2/，我们需要证明

x1x2 C y1y2 D x0
1x0

2 C y 0
1y 0

2:

我们有

T .x1 C x2; y1 C y2/ D .x0
1 C x0

2; y 0
1 C y 0

2/;

且 .x1 C x2/2 C .y1 C y2/2 D .x0
1 C x0

2/2 C .y 0
1 C y 0

2/2.
这意味着

x2
1 C 2x1x2 C x2

2 C y2
1 C 2y1y2 C y2

2 D x02
1 C 2x0

1x0
2 C x02

2 C y 02
1 C 2y 0

1y 0
2 C y 02

2 :

由于 x2
1 C y2

1 D x02
1 C y 02

1 且 x2
2 C y2

2 D x02
2 C y 02

2 ，我们得到 x1x2 C y1y2 D x0
1x0

2 C y 0
1y 0

2.
如果 ˛ D †

�
.x1; y1/; .x2; y2/

�
且 ˛0 D †

�
T .x1; y1/; T .x2; y2/

�
，则

cos ˛ D
x1x2 C y1y2p

x2
1 C y2

p
x2

2 C y2
2

且 cos ˛0
D

x0
1x0

2 C y 0
1y 0

2p
x02

1 C y 02
1

p
x02

2 C y 02
2

;
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由定理的第一部分可知这两者是相等的.
要证明 d

�
.x1; y1/; .x2; y2/

�
D d

�
T .x1; y1/; T .x2; y2/

�
，我们需要证明 .x1 � x2/2 C

.y1 � y2/2 D .x0
1 � x0

2/2 C .y 0
1 � y 0

2/2，这等价于证明 x1x2 C y1y2 D x0
1x0

2 C y 0
1y 0

2. �

定义 5.6 如果函数 F W R2 ! R2 保持点之间的距离，则它成为是一个等距，这里 F 不

一定是线性变换.

定理 5.13 线性变换 T W R2 ! R2是一个等距当且仅当它的矩阵MT 具有以下形

式之一：

MT D

�
cos t � sin t

sin t cos t

�
或 MT D

�
cos t sin t

sin t � cos t

�
:

证 设MT D

�
a b

c d

�
. 我们有 T .x; y/ D .x0; y 0/ D .ax C by; cx C dy/，且

x2
C y2

D .ax C by/2
C .cx C dy/2; 8.x; y/ 2 R2:

通过比较 x2; y2 和 xy 的系数，我们得到 a2 C c2 D 1; b2 C d 2 D 1，且 ab C cd D 0.
由于 a2 C c2 D 1; b2 C d 2 D 1，我们得到存在 t; s 2 R使得 cos t D a; sin t D c 以及

cos s D d; sin s D b. 等式 ab C cd D 0意味着

cos t sin s C sin t cos s D 0 , sin.s C t / D 0;

于是 t C s 2 ¹kπ W k 2 Zº.

当 s C t D 0时，我们得到 s D �t，这意味着MT1
D

�
cos t � sin t

sin t cos t

�
.

当 s C t D π时，我们得到 s D π � t，这意味着MT2
D

�
cos t sin t

sin t � cos t

�
. 定理得证.�

注 5.4 我们说明一下，矩阵

MT1
D

�
cos t � sin t

sin t cos t

�
对应于一个角度为 t 的逆时针旋转，而矩阵

MT2
D

�
cos t sin t

sin t � cos t

�

对应于一个旋转和一个反射的复合，即MT2
D MT1

MS，其中MS D

�
1 0

0 �1

�
表示关于

x轴的反射.
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定义 5.7 设 .x0; y0/ 2 R2 给定，函数 T.x0;y0/ W R2 ! R2 定义为 T.x0;y0/.x; y/ D

.x C x0; y C y0/称为向量 .x0; y0/的平移.
因此，平移的公式为

T.x0;y0/.x; y/ D .x0; y 0/ ,

´
x0

D x0 C x

y 0
D y0 C y

:

原点被平移到点 .x0; y0/.
两个平移的复合是一个平移

T.x0;y0/ ı T.x0
0;y0

0/ D T.x0Cx0
0;y0Cy0

0/;

一个平移的逆也是一个平移 T �1
.x0;y0/

D T.�x0;�y0/.
我们指出，平移保持两点的距离和直线的夹角不变，将平行线变换到平行线，将圆

变换成圆.
所有的平移的集合在复合运算下构成一个群，称为平面的平移群.

定义 5.8 如果 f W R2 ! R2 是一个线性变换，而 T W R2 ! R2 是一个平移，定义函数

g1; g2 W R2 ! R2为 g1 D T ı f 和 g2 D f ı T，称为仿射变换.
因此，仿射变换是由平移与线性变换复合而成.

如果 A D

�
a b

c d

�
是 f 的矩阵，而 .x0; y0/是平移的向量，则 g.x; y/ D .x0; y 0/，其

中 �
x0

y 0

�
D A

�
x

y

�
C

�
x0

y0

�
;

这意味着 g.x; y/ D .ax C by C x0; cx C dy C y0/; .x; y/ 2 R2，且

´
x0

D ax C by C x0

y 0
D cx C dy C y0

是仿射变换的公式.

所有仿射变换在函数的复合运算下构成一个群，称为仿射变换群.

5.6 平面的坐标方程组

平面 R2 D ¹.x; y/ W x; y 2 Rº上的标准笛卡尔坐标系 xOy 由两条垂直的直线构成，

即 x 轴，Ox D ¹.x; 0/ W x 2 Rº和 y 轴，Oy D ¹.0; y/ W y 2 Rº，这两条线交于笛卡尔坐

标系的原点 O.0; 0/.
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将笛卡尔坐标系绕着原点逆时针旋转角度 ˛，我们得到一个新的坐标系，记为

x0Oy 0. 平面上的任一点 M 在坐标系 xOy 下被一组实数 .x; y/ 唯一确定，同样的点

在坐标系 x0Oy 0下被一组实数 .x0; y 0/所确定. 这两组实数互相关联的公式为�
x

y

�
D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

��
x0

y 0

�
或者 �

x0

y 0

�
D

�
cos ˛ sin ˛

� sin ˛ cos ˛

��
x

y

�
;

我们可以通过旋转矩阵 R˛ 或 R�˛ 从一个坐标系过渡到另一个坐标系.
通过平移坐标系 x0Oy 0，使得原点 O.0; 0/被平移到点 O 00.x0; y0/，我们得到平面上

的一个新坐标系 x00O 00y 00，则我们有公式�
x00

y 00

�
D R�˛

�
x � x0

y � y0

�
或 �

x

y

�
D

�
x0

y0

�
C R˛

�
x00

y 00

�
:

例 5.1 如果坐标系 x00O 00y 00 通过逆时针旋转笛卡尔坐标系 xOy 角度 π
6
得到，再将它

平移到点 O 00.1; 2/，则平面上在标准坐标系下坐标为 .x; y/的点M 在新坐标系 x00O 00y 00

下的坐标 .x00; y 00/之间满足 �
x00

y 00

�
D

 p
3

2
1
2

�
1
2

p
3

2

!�
x � 1

y � 2

�
;

或 �
x

y

�
D

�
1

2

�
C

 p
3

2
�

1
2

1
2

p
3

2

!�
x00

y 00

�
:

5.7 问题

5.1 设 Sx 是通过 x轴的反射，Sy 是通过 y 轴的反射，求 Sx ı Sy 的矩阵.
5.2 设 ABCDEF 是一个边长为 2的正六边形，在直角坐标系 xCy 下，顶点 B 和 E 分

别在 Cx 和 Cy 上. 我们考虑另一个正定向的坐标系 x0Fy 0，x0轴为 FA. 求：

(a) 从坐标系 xCy 到坐标系 x0Fy 0的公式；

(b) 顶点 C 和 E 在坐标系 x0Fy 0下的坐标.
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5.3 当坐标系 xOy 绕着原点逆时针旋转角度 π
4
时，方程 x2 � y2 D 2变成了什么?

5.4 投影. 给出下面的线性变换 f W R2 ! R2的几何解释：

(a) f .x; y/ D .0; 2x C y/；

(b) f .x; y/ D .x; 2x/；

(c) f .x; y/ D .3x � y; 6x � 2y/.

5.5 反射. 给出下面的线性变换 f W R2 ! R2的几何解释：

(a) f .x; y/ D .�x; 2x C y/；

(b) f .x; y/ D .x; 2x � y/；

(c) f .x; y/ D .3x � y; 8x � 3y/.

5.6 求出 a; b 2 R，使得下面的矩阵是投影矩阵，并给出这些投影的几何解释：

(a) M1 D

�
2 a

1 b

�
；

(b) M2 D

�
2 1

a b

�
.

5.7 证明：对任意 .a; b/ ¤ .1; 0/; a2 C b2 D 1，函数

f W R2
! R2; f .x; y/ D .ax � by C b; bx C ay � a C 1/

是一个旋转. 求其旋转中心和旋转角.

5.8正交投影及其矩阵.
证明：线性变换 P W R2 ! R2 到一个过原点的直线的正交投影，当且仅当存在

a; b 2 R使得 a2 C b2 D a，且 P.x; y/ D
�
ax C by; bx C .1 � a/y

�
; 8.x; y/ 2 R2.

5.9正交反射及其投影.
证明：线性变换 S W R2 ! R2 是一个通过一个过原点的直线的正交反射，当且

仅当存在 a; b 2 R使得 a2 C b2 D 1，且 S.x; y/ D .ax C by; bx � ay/; 8.x; y/ 2 R2.

5.10两个投影的和何时是一个投影?
设 P1; P2 W R2 ! R2 是两个非零的投影. 证明：如果 P1 C P2 是一个投影，则

P1 C P2 D IR2 .
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5.11两个投影的和何时是一个对合?
设 P1; P2 W R2 ! R2 是两个非零的投影. 证明：如果 P1 C P2 是一个对合，则

P1 C P2 D IR2 .

5.12 证明：平面的等距由三个不共线的点唯一确定.
5.13 证明：平面的任意等距都形如 F D R ı T 或 F D S ı R ı T，其中 T 是一个平移，R

是一个仿射旋转（绕着一个点），而 S 是通过一个点的反射.
5.14 证明：两个正交反射的复合是一个旋转.
5.15 设 C 表示曲线 5x2 C 8xy C 5y2 D 1，证明：存在平面上的一个旋转，.x; y/ !

.x; y 0/ D R.x; y/，使得曲线 C 在坐标系 x0Oy 0的方程为 ax02 C by 02 D 1，其中 a; b 2 R.
5.16 将仿射变换 f W R2 ! R2; f .2x � 3y C 1; 3x C 2y � 1/写成几个基本变换的复合.
5.17 设 xOy 是平面上的坐标系，C 表示曲线 2x2 � y2 � 4xy D 1. 求一个旋转 R˛ W

R2 ! R2; R˛.x; y/ D .x0; y 0/，使得曲线 C 在新坐标系下变为 ax02 C by 02 D 1.
5.18 求正方形 ABCD 在变换下的像，其中 A.1; 1/; B.�1; 1/; C.�1; �1/; D.1; �1/，变换

的矩阵为
�

2 �2

1 3

�
.

5.19 设 xOy 是平面上的坐标系，且设 A.2; 0/; B.2; 2/; C.0; 2/ 是一个正方形的顶点.
我们考虑将原点变为 O 0.3; �1/ 的变换，使得新的坐标轴 O 0C 0 与 x 轴的夹角 ˛ 满足

tan ˛ D
3
4
. 求出正方形 O 0A0B 0C 0在坐标系 xOy 下的坐标.

5.20 直线 x � y C 1 D 0在绕原点的角度为 π
3
的旋转变换下的像是什么?

5.21 给出以下线性变换 f W R2 ! R2的几何解释：

f .x; y/ D .
p

3x � y; x C
p

3y/:

5.22正交反射回顾.
证明：对通过一条过原点的直线的任意一个正交反射 S，存在 t 2 R，使得 S 的

矩阵为

MS D

�
cos t sin t

sin t � cos t

�
:

5.23 求出沿着直线 D2 W x � 3y D 0的方向到直线 D1 W 2x C y D 0的投影.

5.24正交投影和通过原点的一条直线的反射.
求到直线 D W ax C by D 0; a2 C b2 ¤ 0的正交投影公式和通过直线 D 的正

交反射公式.

5.25通过一个不过原点的直线的正交投影和反射.
求通过直线 D W a.x � x0/ C b.y � y0/ D 0的正交投影和正交反射.
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5.26正方形的等距.
设P 表示在正方形 ABCD内或边上的点的集合，求出正方形 ABCD的所有

等距，即所有的等距 f W D ! D .

5.27台球问题.
设 D 是一条直线，且 A; B 是在 D 的同一侧的两个不同的点. 在 D 上求一点M，使

得 AM C MB 最小.
5.28 Pompeiu定理.
设 4ABC 是等边三角形，设 M 是 4ABC 所在平面上的一个点，且不在 4ABC

的外接圆上. 证明：线段 ŒMA�; ŒMB�和 ŒMC �构成三角形的边.
5.29 Torricelli点. 在 4ABC 所在平面上找一个点，使得 4ABC 的顶点到此点距离的

和最小.

5.8 解答

5.1 Sx 的矩阵为 A D

�
1 0

0 �1

�
，而 Sy 的矩阵为 B D

�
�1 0

0 1

�
，于是 Sx ı Sy 的矩阵为

AB D �I2.

5.2 (a)坐标系 xCy和 x0Fy 0有不同的定向，此线性变换的矩阵形如A D

�
cos ˛ � sin ˛

� sin ˛ � cos ˛

�
，

其中 ˛ D
π
3
是坐标轴 Cx 和 F x0的夹角. 坐标变换的公式为

�
x

y

�
D A

�
x0

y 0

�
C

�
2

2
p

3

�
或

8̂̂<̂
:̂

x D
1

2
x0

�

p
3

2
y 0

C 2

y D �

p
3

2
x0

�
1

2
y 0

C 2
p

3

:

(b)对点 C，其坐标为 x D 0; y D 0，我们得到 x0 D 2; y 0 D 2
p

2，所以 C 在坐标系

x0Fy 0 下的坐标为 .2; 2
p

2/. 对点 E，其坐标为 x D 0; y D 2
p

3，我们有 x0 D �1; y 0 D
p

3，所以 E 在坐标系 x0Fy 0下的坐标为 .�1;
p

3/.
5.3 设 .x; y/是双曲线 x2 � y2 � 2 D 0上在旋转前的任意一点，而 .X; Y /表示同样的

点在旋转以后的坐标. 我们有8̂̂<̂
:̂

x D X cos
π
4

� Y sin
π
4

D

p
2

2
.X � Y /

y D X sin
π
4

C Y cos
π
4

D

p
2

2
.X C Y /
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于是

x2
� y2

� 2 D

 p
2

2
.X � Y /

!2

�

 p
2

2
.X C Y /

!2

� 2 D �2XY � 2 D 0:

因此，在新坐标系下，双曲线 x2 � y2 � 2 D 0的方程为 XY C 1 D 0.

5.4 (a)此线性变换的矩阵为 A D

�
0 0

2 1

�
，所以这是一个沿着直线 D W 2x C y D 0到 y

轴的投影.

(b)此线性变换的矩阵为 A D

�
1 0

2 0

�
，这是一个到直线 D W y � 2x D 0的的垂直投

影.

(c)此线性变换的矩阵为 A D

�
3 �1

6 �2

�
，这是一个沿着直线 D 0 W 3x � y D 0到直线

D W y � 2x D 0方向的投影.

5.5 (a)此线性变换的矩阵为 A D

�
�1 0

2 1

�
; A2 D I2，所以 f 是直线 x C y D 0方向通

过 y 轴的反射.

(b)此线性变换的矩阵为A D

�
1 0

2 �1

�
; A2 D I2，所以 f 是一个通过直线 x �y D 0

的垂直反射.

(c)此线性变换的矩阵为 A D

�
3 �1

8 �3

�
; A2 D I2，所以 f 是一个直线 4x � y D 0方

向通过直线 2x � y D 0的反射.

5.6 (a)条件M 2
1 D M1意味着 a D �2; b D �1，且M1 D

�
2 �2

1 �1

�
. 我们有

P1

�
x

y

�
D M1

�
x

y

�
D

�
2x � 2y

x � y

�
:

于是 P1是沿着直线 D2 W x � y D 0到直线 D1 W x D 2y 方向的投影.

(b)从M 2
2 D M2我们得到 a D �2; b D �1，且M2 D

�
2 1

�2 �1

�
. 我们有P2.x; y/ D

.2x C y; �2x � y/，这是沿着直线 D4 W 2x C y D 0到直线 D3 W x C y D 0方向的投影.
5.7 旋转的中心是旋转的唯一不动点，因此 f .x0; y0/ D .x0; y0/，且我们得到´

ax0 � by0 C b D x0

bx0 C ay0 � a C 1 D y0

,

´
.a � 1/x0 � by0 D �b

bx0 C .a � 1/y0 D a � 1
:

由于 .a; b/ ¤ .1; 0/，方程组的系数矩阵行列式

ˇ̌̌̌
a � 1 �b

b a � 1

ˇ̌̌̌
D .a � 1/2 C b2 ¤ 0. 方程

组有唯一解 x0 D 0; y0 D 1，我们得到此旋转的中心为 C.0; 1/.
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中心为 C.x0; y0/，角度为 ˛的旋转的公式为�
x0

y 0

�
D

�
x0

y0

�
C

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

��
x � x0

y � y0

�
:

在这里，此公式即为�
ax � by C b

bx C ay � a C 1

�
D

�
0

1

�
C

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

��
x

y � 1

�
:

这意味着 ´
ax � by C b D x cos ˛ � .y � 1/ sin ˛

bx C ay � a C 1 D 1 C x sin ˛ C .y � 1/ cos ˛

对任意 x; y 2 R成立. 我们得到必要条件为 cos ˛ D a且 sin ˛ D b，由于 a2 C b2 D 1，

这个条件是可以满足的. 存在 ˛ 2 .0; 2π/使得 cos ˛ D a; sin ˛ D b.
5.8 由引理 5.3，我们有 P 是一个正交投影当且仅当其矩阵是一个对称矩阵，即MP D

M T
P . 然而，定理 5.4说明秩为 1的对称矩阵为

A3 D

�
0 0

0 1

�
; A4 D

�
1 0

0 0

�
和 A5 D

�
a b

a�a2

b
1 � a

�
; a 2 R; b 2 R�:

利用条件 AT
5 D A5，我们得到 a�a2

b
D b , a2 C b2 D a，所以

A5 D

�
a b

b 1 � a

�
; a 2 R; b 2 R�;

如果允许 b D 0，我们重新得到矩阵 A3和 A4.
于是矩阵MP 具有以下形式：

MP D

�
a b

b 1 � a

�
; a; b 2 R满足 a2

C b2
D a;

且 P.x; y/ D
�
ax C by; bx C .1 � a/y

�
; 8.x; y/ 2 R2.

5.9 由引理 5.2，正交投影的矩阵是一个对称矩阵，所以我们只需要从定理 5.8中选取对
称矩阵即可，它们是

B3 D

�
�1 0

0 1

�
; B4 D

�
1 0

0 �1

�
和 B5 D

�
a b

1�a2

b
�a

�
; a 2 R; b 2 R�:

其中 B5由对称条件可知 a2 C b2 D 1，因此，矩阵 B5具有如下形式：

B5 D

�
a b

b �a

�
;
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如果我们允许 b D 0，我们再次得到矩阵 B3和 B4.
于是经过原点的一条直线的正交反射 S 的矩阵MS 具有如下形式：

MS D

�
a b

b �a

�
; a; b 2 R 满足 a2

C b2
D 1:

如果我们令 a D cos t; b D sin t，我们得到MS D

�
cos t sin t

sin t � cos t

�
. 由定理 5.13，这

就是问题 5.22中用另一种推理得到的等距的矩阵.
5.10 由于 .P1 C P2/2 D P1 C P2; P 2

1 D P1，且 P 2
2 D P2，我们得到

P1 ı P2 C P2 ı P1 D 0: (5.1)

将 P2 分别在左边和右边作用于 (5.1)，我们得到 P2 ı P1 ı P2 C P2 ı P1 D 0，以及

P1 ı P2 C P2 ı P1 ı P2 D 0，这意味着 P1 ı P2 D P2 ı P1. 于是由 (5.1)，我们得到
P1 ı P2 D P2 ı P1 D 0.
我们观察到如果 P 是一个投影，则 Fix P D Im P .
如果 x 2 Fix P1，则 P2 ı P1.x/ D 0意味着 P2.x/ D 0，所以 Fix P1 � Ker P2. 类似

地，可得 Fix P2 � Ker P1. 由于 P1 ¤ 0; P2 ¤ 0，我们得到 Fix P1 ¤ ¹.0; 0/º; Ker P2 ¤ R2，

所以 Fix P1 D Ker P2 且 Fix P2 D Ker P1. 然而，Fix P1 D D1 D Ker P2，且 Fix P2 D

D2 D Ker P1 是过原点的不同直线. 由于 D1 ˚ D2 D R2，如果 .x; y/ D .x1; y1/ C

.x2; y2/; .x1; y1/ 2 D1; .x2; y2/ 2 D2，则 P1.x; y/ D .x1; y1/且 P2.x2; y2/ D .x2; y2/. 因
此，P1.x; y/ C P2.x; y/ D .x; y/ ) P1 C P2 D I .
注 5.5 值得一提的是，如果 P1是沿着直线 D2到直线 D1方向的投影，则 P2是沿着直

线 D1到直线 D2的投影.
5.11 由于 .P1CP2/2 D I; P 2

1 D P1且P 2
2 D P2，我们得到P1CP2CP1ıP2CP2ıP1 D I .

在前面的等式中分别将 P2在左边和右边进行作用，我们得到 2P2 ıP1 CP2 ıP1 ıP2 D 0

和 2P1ıP2CP2ıP1ıP2 D 0，于是P1ıP2 D P2ıP1. 然而，等式 2P2ıP1CP2ıP1ıP2 D 0

意味着 3P2 ı P1 D 0 ) P1 ı P2 D P2 ı P1 D 0. 现在，这里问题的解答和问题 5.10的解
答一样.
5.12 设 A1; A2; A3 是三个不共线的点. 首先我们证明，满足条件 F.A1/ D A1:F .A2/ D

A2和 F.A3/ D A3的唯一的等距是恒等变换. 对平面上的任意点M，设 r1; r2; r3分别是

从M 到 A1; A2; A3 的距离. 由于 d
�
F.M/; F.Ai/

�
D d.M; Ai/ D ri ; i D 1; 2; 3，我们得

到 F.M /是以 A1; A2; A3 为圆心，r1; r1; r3 分别为半径的圆的交点. 这个点是唯一的，所
以 F.M / D M .

现在，如果我们假定存在两个等距满足 F1.Ai/ D F2.Ai/; i D 1; 2; 3，则 .F �1
1 ı

F2/.Ai/ D Ai ; i D 1; 2; 3，所以 F1 D F2.
5.13 由定理 5.12，我们有任意等距是被三个不共线的点的像唯一确定. 设 A; B; C 是

一个具有不同边长的三角形的顶点，且令 A0 D F.A/; B 0 D F.B/; C 0 D F.C /，其中
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F 是平面的一个等距. 注意到 4ABC 和 4A0B 0C 0 是全等的，因为 AB D A0B 0; AC D

A0C 0; BC D B 0C 0.
如果 4ABC 和 4A0B 0C 0 有相同的定向，它们可以通过一个平移 T .A/ D A0 和一

个绕点 A0的角度为 3AB; A0B 0的旋转 R之后重合.
如果 4ABC 和 4A0B 0C 0 有不同的定向，和前面的情形一样，它们可以通过一个平

移 T .A/ D A0 和旋转 R之后使得边 AB 与 A0B 0 重合，再经过一个通过直线 A0B 0 的反

射以后重合.

5.14 由问题 5.9，这种反射的矩阵为M1 D

�
cos t1 sin t1
sin t1 � cos t1

�
和M2 D

�
cos t2 sin t2
sin t2 � cos t2

�
.

这两个反射的复合为M1M2 D

�
cos.t1 � t2/ � sin.t1 � t2/

sin.t1 � t2/ cos.t1 � t2/

�
D Rt1�t2

，这是角度为 t1�t2

的旋转的矩阵.

5.15 矩阵的矩阵 R˛ D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
，旋转的方程为

�
x0

y 0

�
D R˛

�
x

y

�
或
�

x

y

�
D

R�˛ D

�
x0

y 0

�
. 这意味着 ´

x D x0 cos ˛ C y 0 sin ˛

y D �x0 sin ˛ C y 0 cos ˛
:

将 x和 y 的值代入曲线 C 的方程，我们得到

C W 5.x02
C y 02/ � 8x02 sin ˛ cos ˛ C 8y 02 sin ˛ cos ˛ C 8.cos2 ˛ � sin2 ˛/x0y 0

D 1:

由于其中的 x0y 0 的项要消失，我们得到 ˛ 满足 cos2 ˛ � sin2 ˛ D 0，所以我们取 ˛ D
π
4
.

因此，通过将坐标系 xOy 旋转角度 π
4
，二次曲线 C 的方程变为 x02 C 9y 02 D 1，所以

a D 1且 b D 9.
5.16 我们有 �

x0

y 0

�
D

�
2 �3

3 2

��
x

y

�
C

�
1

�1

�
D

p
13

�
cos t � sin t

sin t cos t

��
x

y

�
C

�
1

�1

�
D

�p
13 0

0
p

13

�
Rt

�
x

y

�
C

�
1

�1

�
D Op

13Rt

�
x

y

�
C v;

所以 f D Tv ı Op
13 ı Rt，其中 Rt 是一个角度为 t D arctan 3

2
的旋转，Op

13 是一个因子

为 k D
p

13的均匀缩放，而 Tv 是向量 v D

�
1

�1

�
的平移.
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5.17 由于此旋转的矩阵为 R˛ D

�
cos ˛ � sin ˛

sin ˛ cos ˛

�
，旋转的公式为

�
x0

y 0

�
D R˛

�
x

y

�
或�

x

y

�
D R�˛ D

�
x0

y 0

�
. 这意味着

´
x D x0 cos ˛ C y 0 sin ˛

y D �x0 sin ˛ C y 0 cos ˛
:

将 x和 y 的值代入曲线 C 的方程，我们得到

.2 cos2 ˛ � sin2 ˛ C 4 sin ˛ cos ˛/x02
C y 02.2 sin2 ˛ � cos2 ˛ � 4 sin ˛ cos ˛/

C .6 sin ˛ cos ˛ � 4 cos2 ˛ C 4 sin2 ˛/x0y 0
D 1:

由于 x0y 0 的系数需要为 0，我们得到 6 sin ˛ cos ˛ � 4 cos2 ˛ C 4 sin2 ˛ D 0 ) ˛ D

1
2

arctan 4
3
，而二次曲线 C 的方程变为 3x02 � 2y 02 D 1，所以 a D 3; b D �2.

5.18
�

2 �2

1 3

��
1

1

�
D

�
0

4

�
，所以 A0.0; 4/. 类似地，我们得到 B 0.�4; 2/; C 0.0; �4/ 和

D0.4; �2/，所以正方形 ABCD映射为平行四边形 A0B 0C 0D0.
5.19 注意到旋转角为 � D

3π
2

C ˛. 所以，cos � D cos
�

3π
2

C ˛
�

D sin ˛ D
3
5
，且

sin � D � cos ˛ D �
4
5
. 变换的公式为8̂̂<̂

:̂
x D

3

5
x0

C
4

5
y 0

C 3

y D �
4

5
x0

C
3

5
y 0

� 1

:

在新的坐标系 x0O 0y 0 下，顶点 A0; B 0; C 0; D0 的坐标和顶点 O; A; B; C 在老坐标系 xOy

下的坐标相同. A0; B 0; C 0 在坐标系 xOy 下面的坐标可通过变换的公式得到，我们有

A0
�

21
5

; �
13
5

�
; B 0

�
29
5

; �
7
5

�
; C 0

�
23
5

; 1
5

�
.

5.20 中心为原点，角度为 π
3
的旋转的公式为8̂<̂

:
x0

D x cos
π
3

� y sin
π
3

y 0
D x sin

π
3

C y sin
π
3

,

8̂̂<̂
:̂

x D
1

2
x0

C

p
3

2
y 0

y D �

p
3

2
x0

C
1

2
y 0

:

在方程 x � y C 1 D 0中将 x; y 替换，得到
p

3C1
2

x0 C

p
3�1
2

y 0 C 1 D 0，这是一条直线的

方程.
5.21 线性变换的矩阵为�p

3 �1

1
p

3

�
D

�
2 0

0 2

��
cos π

6
� sin π

6

sin π
6

cos π
6

�
;
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所以 f 是一个角度为 π
6
的逆时针旋转和一个因子为 2的均匀缩放.

5.22 一个反射的矩阵形如 MS D

�
a b

1�a2

b
�a

�
，且它表示沿着直线 D2 W .a C 1/x C

by D 0的方向通过直线 D1 W .a � 1/x C by D 0的反射. D1 和 D2 垂直的条件等价于

a2 � 1 C b2 D 0 , a2 C b2 D 1. 这意味着存在 t 2 Œ0; 2π/使得 a D cos t; b D sin t，所以

矩阵MS 具有题中的形式.
5.23 我们记 .x; y/ D .x1; y1/ C .x2; y2/，其中 .x1; y1/ 2 D1，且 .x2; y2/ 2 D2. 这意味
着 2x1 C y1 D 0; x2 � 3y2 D 0; x1 C x2 D x; y1 C y2 D y. 于是 x1 D

1
7
.x � 3y/; x2 D

3
7
.2x C y/; y1 D �

2
7
.2x � 3y/; y2 D

1
7
.2x C y/，且我们有

P.x; y/ D

�
x � 3y

7
;
�2x C 6y

7

�
:

5.24 投影和反射的方向直线是直线 D 0 W �bx C ay D 0，它垂直于直线 D . 任意点
.x; y/ 2 R2可以写成 .x; y/ D .x1; y1/ C .x2; y2/，其中 .x;y1/ 2 D ; .x2; y2/ 2 D 0，且我们

有 P.x; y/ D .x1; y1/; S.x; y/ D 2P.x; y/ � .x; y/ D .x1; y1/ � .x2; y2/. 我们有方程组8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

x1 C x2 D x

y1 C y2 D y

ax1 C by1 D 0

� bx2 C ay2 D 0

;

由此可得

x1 D
b2x � aby

a2 C b2
; y1 D

�abx C a2y

a2 C b2
; x2 D

a2x C aby

a2 C b2
; y2 D

abx C b2y

a2 C b2
:

两个线性变换的矩阵分别为

MP D
1

a2 C b2

�
b2 �ab

�ab a2

�
和 MS D

1

a2 C b2

�
�a2 C b2 �2ab

�2ab a2 � b2

�
:

我们可以验证M 2
P D MP 且M 2

S D I2.
5.25 设 P1 和 S1 分别表示通过直线 D W a.x � x0/ C b.y � y0/ D 0 的正交投影和

正交反射，P 和 S 分别表示通过直线 D W ax C by D 0 的正交投影和正交反射. 则
P1.x; y/ D .x0; y0/ C P.x � x0; y � y0/，且 S1.x; y/ D .x0; y0/ C S.x � x0; y � y0/. 由问
题 5.24，我们有

P1.x; y/ D

�
a2x0 C aby0

a2 C b2
;
abx0 C b2y0

a2 C b2

�
C

�
b2x � aby

a2 C b2
;
�abx C a2y

a2 C b2

�
;

且

S1.x; y/ D 2P1.x; y/ � .x; y/
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D

�
2a2x0 C 2aby0

a2 C b2
;
2abx0 C 2b2y0

a2 C b2

�
C

�
.b2 � a2/x � 2aby

a2 C b2
;
�2abx C .a2 � b2/y

a2 C b2

�
:

如果 P1.x; y/ D .x1; y1/且 S1.x; y/ D .x2; y2/，则我们有矩阵方程�
x1

y1

�
D

1

a2 C b2

�
a2 ab

ab b2

��
x0

y0

�
C

1

a2 C b2

�
b2 �ab

�ab a2

��
x

y

�
;

且 �
x2

y2

�
D

2

a2 C b2

�
a2 ab

ab b2

��
x0

y0

�
C

1

a2 C b2

�
b2 � a2 �2ab

�2ab a2 � b2

��
x

y

�
:

5.26 只需要对正方形的顶点 A.1; 0/; B.0; 1/; C.�1; 0/和D.0; �1/解决问题即可.
首先，我们注意到由于 d.A; C / D d.B; D/ D 2，则对任意等距 f，我们有

d
�
f .A/; f .C /

�
D d

�
f .B/; f .D/

�
D 2;

这意味着正方形 ABCD 的顶点被映射到正方形的顶点，且 f .A/; f .C /和 f .B/; f .D/

分别是相对的顶点. f .A/ 的值取自集合 ¹A; B; C; Dº中的一个，而 f .C /是顶点 f .A/

的对顶点. 在每一种情形中，f .B/都有两种选取方式，至此，我们得到 8个这样的函数，
都是正方形 ABCD的顶点集合的等距.

其次，我们注意到如果M 2 P，且M 不是正方形的顶点，则M 由它到顶点A; B; C

的距离所唯一确定，即 a D d.M; A/; b D d.M; B/ 和 c D d.M; C /. 我们注意到 M 在

圆 C .A; a/; C .B; b/和 C .C; c/的交点处. 于是点 f .M/在以 f .A/; f .B/; f .C /为圆心，

a; b; c 为半径的圆的交点处. 顶点的 8个等距扩展为正方形的 8个等距，它们为

f .A/ D A; f .C / D C; f .B/ D B; f .D/ D 1 ) f D 1P；

f .A/ D A; f .C / D C; f .B/ D D; f .D/ D B ) f D �x 表示通过 x轴的对称；

f .A/ D C; f .C / D A; f .B/ D B; f .D/ D D ) f D �y 表示通过 y 轴的对称；

f .A/ D C; f .C / D A; f .B/ D D; f .D/ D B ) f D �O 表示通过原点的对称；

f .A/ D B; f .C / D D; f .B/ D A; f .D/ D C ) f D �y�xD0表示通过直线 y �x D 0

的对称；

f .A/ D B; f .C / D D; f .B/ D C; f .D/ D A ) f D R π
2
表示以原点为中心角度为 π

2

的旋转；

f .A/ D D; f .C / D B; f .B/ D C; f .D/ D A ) f D �yCxD0表示通过直线 y Cx D 0

的对称；
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f .A/ D D; f .C / D B; f .B/ D A; f .D/ D C ) f D R� π
2
表示以原点为中心角度为

�
π
2
的旋转.

这些等距构成了二面体群D8.
5.27 设 SD 表示通过直线 D 的正交反射，且设 A0 D SD.A/; ¹M º D D \ BA0. 我们
证明 M 就是使得取到最小值的点. 如果 P 2 D 是任意一个点，则在 4A0PB 中应用

三角形不等式，我们得到 A0P C PB > A0B，等号成立当且仅当 P D M . 另一方面，
A0P D AP; A0M D AM，且我们有 AP C PB D A0P C PB > A0B D AM C MB，这意

味着最小值当 P D M 时取到（图 5.1）.

M P

D

A

A0

B

图 5.1: 台球问题

B C

A

C 0

M

M 0

π
3

图 5.2: Pompeiu定理

5.28 设 r D rB;� π
3
表示绕着点 B 的角度为 π

3
的顺时针旋转. 则 r.A/ D C; r.C / D

C 0; r.M/ D M 0，且点 B 是固定的. 我们有4MBM 0 是等腰三角形，且由于 †B D
π
3
，我

们得到4MBM 0是等边的. 因此，4CMM 0的边长等于线段 ŒMC �; ŒMB�和 ŒMA�. 注意
到4CMM 0是退化的，当且仅当M 在4ABC 的外接圆上（图 5.2）.
5.29 设 r D rA; π

3
表示绕着点A的角度为 π

3
的逆时针旋转，且令C 0 D r.C /; M 0 D r.M /，

其中 M 是 4ABC 所在平面的任一点. 我们有 MA C MB C MC D BM C MM 0 C

M 0C 0 > BC 0，等号成立当且仅当点 B; M; M 0 和 C 0 是共线的. 由于 4AMM 0 是等边

三角形，我们得到 †AMB D 120ı; †AM 0C 0 D 120ı. 于是 †AMB D †AMC D 120ı.
Torricelli点 T 的构造如下：我们在4ABC 外构造等边三角形4ACC 0和4AB 0B，我们

有 ¹T º D BC 0 \ CB 0（图 5.3）.

269

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

图 5.3: Torricelli点

B C

T

A

B 0

C 0

M 0

M
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第
6
章

二次曲线

It is easy to teach someone, but to show him an easy
way to realize the learned things, this is something to ad-
mire.

St. John Chrysostom（347–407）

6.1 二次曲线

定义 6.1 代数平面曲线是其隐式方程为下列形式的曲线

C W F.x; y/ D 0;

其中 F 是一个关于变量 x和 y 的多项式. 多项式的次数称为代数曲线的次数.
定义 6.2 二次曲线是次数为 2的代数曲线. 二次曲线的一般方程为

C W a11x2
C 2a12xy C a22y2

C b1x C b2y C c D 0;

其中 a11; a12; a22; b1; b2; c 2 R且 a2
11 C a2

12 C a2
22 ¤ 0.

当特殊选取平面坐标系的时候，二次曲线会有一个简单的形式，称为标准形. 我们
回顾非退化的二次曲线.
非退化的二次曲线

椭圆定义成平面上到两个不同点F.c; 0/和F 0.�c; 0/的距离之和为常数的点M.x; y/

的集合，其中常数 c > 0 称为焦距. 因此，满足性质 MF C MF 0 D 2a:a > c 的点

M.x; y/构成的集合 E 叫做椭圆（图 6.1）.

设 b2 D a2 � c2. 椭圆的方程为

E W
x2

a2
C

y2

b2
D 1 直接方程
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A0 F 0 O F A x

B 0

B

y

M

图 6.1: 椭圆 x2

a2 C
y2

b2 D 1; a; b > 0

E W

8̂̂<̂
:̂

y D
b

a

p
a2 � x2

y D �
b

a

p
a2 � x2

; x 2 Œ�a; a� 笛卡尔方程

E W

´
x D a cos t

y D b sin t
; t 2 Œ0; 2π/ 参数方程

当 a D b D r 时，椭圆变成圆

x2
C y2

D r2 或

´
x D r cos t

y D r sin t
; t 2 Œ0; 2π/:

光学性质. 椭圆上一点的切线和法线是由焦半径确定的角的平分线.

双曲线定义成平面上到两个不同点 F.c; 0/和 F 0.�c; 0/的距离之差的绝对值为常数

的点 M.x; y/ 的集合，其中常数 c > 0 称为焦距. 因此，满足性质 jMF � MF 0j D

2a; 0 < a < c 的点M.x; y/的集合H 称为是双曲线（图 6.2）.

由 F 和 F 0确定直线称为焦轴，线段 FF 0 D 2c 称为焦距，线段MF 和MF 0称为

焦半径. 直接计算可得双曲线的方程为：

H W
x2

a2
�

y2

b2
D 1 直接方程

H W

8̂̂<̂
:̂

y D
b

a

p
x2 � a2

y D �
b

a

p
x2 � a2

; x 2 .�1; �a� [ Œa; C1/ 笛卡尔方程

H W

´
x D ˙a cosh t

y D b sinh t
; t 2 R 参数方程
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F 0 A0 O A F x

y y D
b
a
xy D �

b
a
x

M

图 6.2: 双曲线 x2

a2 �
y2

b2 D 1; a; b > 0

其中

cosh t D
et Ce�t

2
且 sinh t D

et �e�t

2
:

双曲线是一个无界的曲线，其渐近线为 y D
b
a
x 和 y D �

b
a
x. 渐近线互相正交的双曲

线称为是等轴的.

光学性质. 双曲线上一点的切线和法线是由焦半径确定的角的平分线.

抛物线定义成平面上到一个定直线 x D �
p

2
; p > 0和一个定点 F

�
p

2
; 0
�
的距离相等

的点M.x; y/的集合，其中定直线称为准线，定点称为焦点（图 6.3）.

因此，抛物线的方程为

P W y2
D 2px 直接方程

P W

8̂<̂
:x D

t2

2p

y D t

; t 2 R 参数方程

一般地，抛物线也被定义成其函数图像具有以下形式：

y D ax2
C bx C c; a ¤ 0 或 x D a0y2

C b0y C c0; a0
¤ 0:

光学性质. 抛物线上一点的切线和法线是由焦点半径和通过该点到抛物线轴线的平
行线确定的角的平分线.
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A O F x

y

x D �
p

2

B
M

图 6.3: 抛物线 y2 D 2px; p > 0

退化的二次曲线

二次代数曲线中退化的二次曲线为：

C W .a1x C b1y C c1/.a2x C b2y C c2/ D 0（两条直线的并）；

C W ˛.x � x0/2 C ˇ.y � y0/2 D 0; ˛; ˇ > 0（一个点）；

C W ˛.x � x0/2 C ˇ.y � y0/2 C ı D 0; ˛; ˇ; ı > 0（空集）.

利用初等几何可以得出二次曲线的基本性质，见 [2].

6.2 化二次曲线为标准形

设

C W a11x2
C 2a12xy C a22y2

C b1x C b2y C c D 0; (6.1)

是在 xOy 面上的一个二次曲线，其中 a11; a12; a22; b1; b2; c 2 R且 a2
11 C a2

12 C a2
22 ¤ 0.

要将一个二次曲线化为其标准形，我们要在平面上选取一个坐标系，使得在新的坐

标系下，二次曲线有一个简单的方程.，即所谓的约化方程. 我们将看到，任意一个这样
的坐标变换由两个几何变换，即一个平移和一个旋转构成（和最后一个经过坐标轴的反

射）. 这些变换是基于二阶对称矩阵的 Jordan标准形来决定的.
设 f .x; y/ D a11x2 C 2a12xy C a22y2是方程 (6.1)中的二次项部分，而 Af 是 f 对

应的对称矩阵

Af D

�
a11 a12

a12 a22

�
:

注意. 在矩阵 Af 的副对角线上的系数等于二次曲线中 xy 的系数的一半.
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熟知（定理 2.5）矩阵 Af 是可对角化的，且可以取矩阵 P 2 M2.R/是一个正交矩

阵，即 P T D P �1. 事实上，P 是一个旋转矩阵. Af 的特征值是实数 �1; �2（见定理 2.5），
且其中至少有一个是非零的，因为 Af ¤ O2.
设

JAf
D

�
�1 0

0 �2

�
D P TAf P;

其中 P 是由相应于特征值 �1和 �2的单位特征向量构成的矩阵.
旋转. 我们通过在 xOy 平面上进行正交变换来改变坐标系，由矩阵 P 定义的旋转

为 �
x

y

�
D P

�
x0

y 0

�
;

则坐标系 xOy 变为 x0Oy 0.
利用公式

Œf .x; y/� D

�
x

y

�T

Af

�
x

y

�
;

我们得到

Œf .x; y/� D

�
P

�
x0

y 0

��T

Af P

�
x0

y 0

�
D

�
x0

y 0

�T

JAf

�
x0

y 0

�
D �1x02

C �2y 02:

因此，在新坐标系 x0Oy 0下，二次曲线的方程变为

C W �1x02
C �2y 02

C b0
1x0

C b0
2y 0

C c D 0; (6.2)

其中系数 b0
1; b0

2由公式

b1x C b2y D b0
1x0

C b0
2y 0

, Œb1 b2�

�
x

y

�
D Œb0

1 b0
2�

�
x0

y 0

�
所决定，这等价于

Œb1 b2�P

�
x0

y 0

�
D Œb0

1 b0
2�

�
x0

y 0

�
; 所以 Œb0

1 b0
2� D Œb1 b2�P:

注意. 旋转的目的是使得 xy 的项消失.
平移. 我们分 Af 是特征值都非零和其中有一个为零的两种情形.
情形 1. 如果 �1 ¤ 0且 �2 ¤ 0，我们将方程 (6.2)写成

C W �1

�
x0

C
b0

1

2�1

�2

C �2

�
y 0

C
b0

2

2�2

�2

C c0
D 0;
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其中

c0
D c �

b02
1

4�1

�
b02

2

4�2

:

现在我们平移坐标系 x0Oy 0到坐标系 x00O 00y 00，平移公式为

T W

8̂̂<̂
:̂

x00
D x0

C
b0

1

2�1

y 00
D y 0

C
b0

2

2�2

:

新坐标系的中心为 O 00，其坐标满足

x00
D y 00

D 0 , x0
D �

b0
1

2�1

; y 0
D �

b0
2

2�2

,

�
x

y

�
D P

�
x0

y 0

�
:

二次曲线的方程变为

C W �1x002
C �2y 002

C c0
D 0:

如果 c0 D 0，我们得到一个退化的二次曲线，它是一个点或两条直线的并.
如果 c0 ¤ 0，二次曲线或者是椭圆，或者是双曲线，取决于特征值 �1; �2是否具有相

同的符号.
情形 2. 如果其中一个特征值为 0，不妨设 �2 D 0且 �1 ¤ 0，我们有

C W �1

�
x0

C
b0

1

2�1

�2

C b0
2y 0

C c0
D 0; c0

D c �
b02

1

4�1

;

在这种情形下，平移公式为

T W

8̂̂<̂
:̂

x00
D x0

C
b0

1

2�1

y 00
D y 0

C
c0

b0
2

:

此二次曲线是一个抛物线，其方程为

C W �1x002
C b0

2y 00
D 0:

注意. 平移公式是在完成对 x0或 y 0的配方之后所决定的.
注 6.1 如果二次曲线是非退化的，则其类型只需要通过分析 Af 的特征值的符号即可

得到. 确切地讲，如果
�1�2 > 0，则二次曲线为椭圆；

�1�2 < 0，则二次曲线为双曲线；

�1�2 D 0，则二次曲线为抛物线.
现在我们总结上面使用的技巧，并给出一个化二次曲线为标准形的算法.

276

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

化二次型为标准形的算法

步骤 1. 写出矩阵 Af 并求出其特征值.

步骤 2. 求出 Jordan标准形 JAf
和正交矩阵 P; P T D P �1，其满足等式

JAf
D

�
�1 0

0 �2

�
D P TAf P:

步骤 3. 将旋转公式写成

X D P Y; 其中 X D

�
x

y

�
且 Y D

�
x0

y 0

�
:

写出 P D R˛，求出旋转角. 因此，坐标系 xOy 逆时针旋转角度 ˛ 变成了坐标系

x0Oy 0.

步骤 4. 对 x0或 y 0完成配方以后写出平移公式.

步骤 5. 分析关于 x00和 y 00的方程来确定二次曲线的类型.

例 6.1 双曲线. 我们考虑二次曲线

C W 3x2
C 10xy C 3y2

� 2x � 14y � 13 D 0;

我们将其化为标准形，并决定其类型（图 6.4）.
步骤 1. 与二次曲线对应的二次型为 f .x; y/ D 3x2 C 10xy C 3y2，其相应的对称矩

阵为

Af D

�
3 5

5 3

�
:

Af 的特征值通过解方程 det.Af � �I2/ D 0得到，这意味着 .3 � �/2 � 25 D 0 )

�1 D 8; �2 D �2.
步骤 2. 我们求出相应于特征值 �1 D 8 和 �2 D �2 的特征向量. 相应于特征值

�1 D 8的特征向量要解方程 .Af � 8I2/X D 0，我们有´
� 5x1 C 5x2 D 0

5x1 � 5x2 D 0
;

这意味着 x1 D x2，方程组的解为
�

˛

˛

�
; ˛ 2 R�. 我们设 ˛ D 1，并将这里的向量除以它

的范数（长度），我们得到特征向量

X1 D

 
1

p
2

1
p

2

!
:
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x

y

x � y D 3

x C y D 1

y D �x

y D x

x C 3y C 1 D 0

3x C y D 5

x002
�

y 002

4
D 1O 00.2; �1/

图 6.4: 双曲线 3x2 C 10xy C 3y2 � 2x � 14y � 13 D 0

类似地，相应于 �2 D �2的特征向量要解方程组 .Af C 2I2/X D 0，我们得到特征

向量

X2 D

 
�

1
p

2
1

p
2

!
:

因此，

P D

 
1

p
2

�
1

p
2

1
p

2

1
p

2

!
D

�
cos π

4
� sin π

4

sin π
4

cos π
4

�
D R π

4
;

这是角度为 π
4
的旋转矩阵.

步骤 3. 旋转公式为

�
x

y

�
D P

�
x0

y 0

�
或

8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

x0
�

1
p

2
y 0

y D
1

p
2

x0
C

1
p

2
y 0

: (6.3)

我们将坐标系 xOy 逆时针旋转角度 π
4
，则二次曲线的方程变为

C； 8x02
� 2y 02

�
2

p
2

.x0
� y 0/ �

14
p

2
.x0

C y 0/ � 13 D 0;
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步骤 4. 平移公式为

T W

8̂̂<̂
:̂

x00
D x �

1
p

2

y 00
D y 0

C
3

p
2

:

因此，我们将坐标系 x0Oy 0平移到 x00O 00y 00，二次曲线的方程变为

C W 8x002
� 2y 002

� 8 D 0 , x002
�

y 002

4
D 1:

于是，我们二次曲线是一个双曲线，半轴长分别为 a D 1和 b D 2.
接下来，我们求出方程的对称轴和坐标系的中心 O 0.

由 (6.3)，我们有
�

x0

y 0

�
D P �1

�
x

y

�
D P T

�
x

y

�
，而这意味着

8̂̂<̂
:̂

x0
D

1
p

2
.x C y/

y 0
D

1
p

2
.�x C y/

: (6.4)

O 00x00 的方程. 要求出 O 00x00 的方程，我们令 y 00 D 0，这反过来说明 y 0 D �
3

p
2
. (6.4)

的第二个方程说明 �x C y D �3.
O 00y 00 的方程. 要求出 O 00y 00 的方程，我们令 x00 D 0，这意味着 x0 D

1
p

2
. 然而，(6.4)

中的第一个方程意味着 x C y D 1.
对称中心 O 00的坐标. O 00的坐标是方程组´

x C y D 1

� x C y D �3

的解，这说明 x D 2; y D �1. 因此，O 00.2; �1/，即O 00在坐标系 xOy下的坐标为 .2; �1/.

6.3 问题

6.1 求出下面二次曲线的标准形，判断其类型，求出对称轴及其中心：

(1) 3x2 � 4xy C 3y2 � 2x � 2y C 1 D 0；

(2) 2x2 � 4xy � y2 C
p

5x C
p

5y � 1 D 0；

(3) x2 � 2xy C y2 C 2x � 4y C 5 D 0；

(4) 4x2 C 12xy C 9y2 � 64 D 0；

(5) 9x2 C 24xy C 16y2 � 40x C 30y D 0；
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(6) 2x2 � 6xy C 10y2 � 8x C 12y C 2 D 0；

(7) 4x2 � 4xy C y2 � 2x � 14y C 7 D 0；

(8) 4xy � 3y2 C 4x � 14y � 7 D 0；

(9) 3x2 � 4xy � 2x C 4y � 3 D 0；

(10) x2 C 2xy C y2 C 2x C 2y � 3 D 0；

(11) x2 � 8xy C 7y2 C 6x � 6y C 9 D 0；

(12) 5x2 C 12xy � 22x � 12y � 19 D 0；

(13) 6x2 � 4xy C 9y2 � 4x � 32y � 6 D 0；

(14) 5x2 C 4xy C 8y2 � 32x � 56y C 80 D 0；

(15) xy � k D 0; k 2 R�.

6.2 根据参数 a的值，讨论下列二次曲线的类型：

(1) 5x2 C 2axy C 5y2 C 2x C 2y C 2 D 0；

(2) ax2 C 2xy C ay2 � 2x C 2y C 9 D 0；

(3) x2 C 4xy C 4y2 C ax D 0；

(4) 7x2 � 8xy C y2 C a D 0.

6.3 对怎样的 c，笛卡尔方程 2xy � 4x C 6y C c D 0表示一对直线?
6.4 等轴双曲线. 证明：二次曲线 .x C 2y C 1/.2x � y C 1/ C ˛ D 0; ˛ ¤ 0是一个双曲

线，且其渐近线为 x C 2y C 1 D 0和 2x � y C 1 D 0.
注 6.2 更一般地，我们可以证明二次曲线

.a1x C b1y C c1/.a2x C b2y C c2/ C ˛ D 0; a1b2 � a2b1 ¤ 0; ˛ ¤ 0

是一个双曲线，且其渐近线为 a1x C b1y C c1 D 0和 a2x C b2y C c2 D 0.
6.5 (a)求出经过点 .1; 1/; .2; 1/和 .�1; �2/，且以 x C y � 1 D 0为渐近线的双曲线的方

程.
(b)求出过点 .1; 1/和 .2; 1/，且以 x � y C 1 D 0为渐近线的等轴双曲线的方程.

6.6一个 Lamé曲线和一个伪装的抛物线.
设实数 k > 0，证明曲线：C 1

k
W

p
y �

p
x D

p
k; C 2

k
W

p
x C

p
y D

p
k 和

C 3
k

W
p

x �
p

y D
p

k 合起来构成了一个抛物线，求出其标准形，顶点和对称轴.

注 6.3 一个 Lamé曲线的笛卡尔方程为 x˛

a˛ C
y˛

b˛ D 1，其中 a; b是正实数，而 ˛为实数.
这类曲线被 G.Lamé [39]在 19世纪所研究，现在它们被称为 Lamé曲线或超椭圆.
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当 k D 1时，曲线 C 2
1 在 [12]中讨论了，它说明虽然 C 2

1 看起来像是圆弧，但实际上

C 2
1 是双曲线的一部分.

6.7 求出二次曲线 C W x2 C y2 � 4xy � 1 D 0的类型，并求出 C 上的格点.
6.8 证明双曲线H：x2 � 5y2 D 4包含无穷多个格点.
6.9 (a) 求出 xOy 平面上的一个椭圆，其焦点为 F1.

p
3; 2/; F2.3

p
3; 4/，且长半轴为

a D 3.
(b)求出 (a)中二次曲线的标准形.

6.10 (a)求出焦点为 F1.�1; 2/; F2.3; 6/，半轴为 a D 2的双曲线方程.
(b)求出 (a)中二次曲线的标准形.

6.11 (a)求出 xOy 平面上到直线 D W
p

3x � 3y C 2
p

3 D 0和到点 F.2; 0/距离相等的

点M.x; y/的轨迹.
(b)求出 (a)中二次曲线的标准形.

6.12由椭圆决定的 Abel群.
设 E 表示椭圆 x2

a2 C
y2

b2 D 1，且设 � 是一个作用于 E 的二元算符，其定义为

� W E � E ! E ; .M1; M2/ 2 E � E ! M1 � M1 2 E，其中 M1 � M2 是过点 A.a; 0/

且平行于线段 ŒM1M2�的直线与椭圆 E 的交点. 证明 .E ; �/是一个 Abel群.
6.13 求函数 f .x; y/ D x2 C xy C y2 C x � y � 1的最值以及对应的极值点.
6.14带限制条件的极值问题.

(a)求函数 f .x; y/ D x C y在条件 3x2 � 2xy C 3y2 C 4x C 4y � 4 D 0下的最大值

和最小值.
(b)求函数 f .x; y/ D 2x C y 在条件 3x2 C 10xy C 3y2 � 16x � 16y � 16 D 0下的

极值.
(c)求函数 f .x; y/ D 2x � y在条件 9x2 C 24xy C 16y2 � 40x C 30y D 0下的极值.

6.15一个二次型的条件极值.
设函数 f .x; y/ D ax2 C 2bxy C cy2; a; b; c 2 R满足 a2 C b2 C c2 ¤ 0. 证明：

函数 f 在条件 x2 C y2 D 1下的最小值和最大值分别是矩阵

Af D

�
a b

b c

�
的最小和最大特征值.

6.16 求出由曲线
5x2

C 6xy C 5y2
� 16x � 16y � 16 D 0

所围成区域的面积.
椭圆域上的二重积分.
6.17 计算：
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(a)
’

D1
ex2�xyCy2

dx dy，其中D1 D ¹.x; y/ 2 R2 W x2 � xy C y2 6 1º；

(b)
’

D2
ex2CxyCy2

dx dy，其中D2 D ¹.x; y/ 2 R2 W x2 C xy C y2 6 1º；

(c)
’

D3
e�x2Cxy�y2

dx dy，其中D3 D ¹.x; y/ 2 R2 W x2 � xy C y2 > 1º；

(d)
’

D4
e�x2�xy�y2

dx dy，其中D4 D ¹.x; y/ 2 R2 W x2 C xy C y2 > 1º.

6.18 设 a; b 2 R满足 0 < b < 2a，且设 ˛ > 0. 计算：

(a)
’

D1
eax2�bxyCay2

dx dy，其中D1 D ¹.x; y/ 2 R2 W ax2 � bxy C ay2 6 ˛º；

(b)
’

D2
eax2CbxyCay2

dx dy，其中D2 D ¹.x; y/ 2 R2 W ax2 C bxy C ay2 6 ˛º；

(c)
’

D3
e�ax2Cbxy�ay2

dx dy，其中D3 D ¹.x; y/ 2 R2 W ax2 � bxy C ay2 > ˛º；

(d)
’

D3
e�ax2�bxy�ay2

dx dy，其中D4 D ¹.x; y/ 2 R2 W ax2 C bxy C ay2 > ˛º.

6.19 设 ab 2 R满足 0 < b < 2a，且设 ˛ > 0. 计算：

(a)
’

D˛
x e�ax2�bxy�ay2

dx dy；

(b)
’

D˛
xy e�ax2�bxy�ay2

dx dy，

其中D˛ D ¹.x; y/ 2 R2; ax2 C bxy C ay2 > ˛º.

6.20二次型和特殊积分.
(a)计算 “

R2

dx dy

.1 C 3x2 � 4xy C 3y2/3
:

(b)设 A 2 M2.R/是一个具有正特征值的对称矩阵，且设实数 ˛ > 1. 证明：“
R2

dx dy

.1 C vTAv/˛
D

π
.˛ � 1/

p
det A

; 其中 v D

�
x

y

�
:

(c)设 f 是 Œ0; C1/上的一个可积函数，且设
R C1

0
f .x/ dx D I . 证明：如果

A 2 M2.R/是一个具有正特征值的对称矩阵，则“
R2

f
�
vTAv

�
D

πI
p

det A
; 其中 v D

�
x

y

�
:

6.21一个特殊情形和一个公式.
(a)计算 “

R2

e�.3x2�2xyC3y2C2xC2y�1/ dx dy:
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(b)设 A 2 M2.R/是一个具有正特征值的对称矩阵，b D

�
b1

b2

�
是 R2 中的一

个特征向量，c 是一个实数. 证明：“
R2

e�.vTAvC2bTvCc/ dx dy D
π

p
det A

ebTA�1b�c; 其中 v D

�
x

y

�
:

6.4 解答

6.1 (1)椭圆 x002C5y 002 D 1，坐标轴O 00x00的方程为 x�y D 0，O 00y 00的方程为 xCy D 2，

中心为 O 00.1; 1/；

(2)双曲线 48x002 � 72y 002 D 1，坐标轴 O 00x00的方程为 �2x C y D

p
5

6
，O 00y 00的方程

为 x C 2y D
3

p
5

4
，中心为 O 00

�p
5

12
;

p
5

3

�
；

(3)抛物线 x00 �
p

2y 002 D 0，坐标轴 O 00x00 的方程为 �x C y D
3
2
，O 00y 00 的方程为

x C y D
11
4
，中心为 O 00

�
5
8
; 17

8

�
；

(4)二次曲线退化为两条平行直线 .2x C 3y � 8/.2x C 3y C 8/ D 0；

(5) 抛物线 x02 C 2y 0 D 0，坐标轴 Ox0 的方程为 �4x C 3y D 0，Oy 0 的方程为

3x C 4y D 0，中心为 O.0; 0/；

(6)椭圆 x002 C 11y 002 � 6 D 0，坐标轴 O 00x00 的方程为 x � 3y D 2，O 00y 00 的方程为

3x C y D 6，中心为 O 00.2; 0/；

(7)双曲线 y 002 �
6

p
5
x00 D 0，坐标轴 O 00x00 的方程为 �x C 2y D 1，O 00y 00 的方程为

x C 2y D 1，中心为 O 00
�
�

1
5
; 3

5

�
；

(8)双曲线 �x002 C 4y 002 � 4 D 0，坐标轴 O 00x00的方程为 �x C 2y D �4，O 00y 00的方

程为 2x C y D 3，中心为 O 00.2; �1/；

(9)双曲线 �x002 C 4y 002 D 2，坐标轴 O 00x00 的方程为 2x � y D 1，O 00y 00 的方程为

x C 2y D 3，中心为 O 00.1; 1/；

(10)二次曲线退化为两条平行直线 .x C y � 1/.x C y C 3/ D 0；

(11)双曲线 x002

9
� y 002 D 1，坐标轴 O 00x00 的方程为 �x C 2y D 1，O 00y 00 的方程为

2x C y D 3，中心为 O 00.1; 1/；

(12)双曲线 x002

4
�

y002

9
D 1，坐标轴 O 00x00 的方程为 �2x C 3y D 1，O 00y 00 的方程为

3x C 2y D 5，中心为 O 00.1; 1/；

(13) 椭圆 x002

8
C

y002

4
D 1，坐标轴 O 00x00 的方程为 �x C 2y D 3，O 00y 00 的方程为

2x C y D 4，中心为 O 00.1; 2/；

(14) 椭圆 x002

4
C

y002

9
D 1，坐标轴 O 00x00 的方程为 2x � y D 1，O 00y 00 的方程为

x C 2y D 8，中心为 O 00.2; 3/；

283

yuxtech.github.io


我的公众号:向老师讲数学 我的博客: yuxtech.github.io

(15)等轴双曲线 x02 � y 02 � 2k D 0，它以 x 轴和 y 轴为渐近线. 如果 k > 0，则双曲

线的两个分支分别在第一和第三象限，如果 k < 0，则双曲线的两个分支分别在第二和

第四象限.

6.2 (1)与二次曲线对应的矩阵为 A D

�
5 a

a 5

�
，其特征值为 �1 D 5 � a; �2 D 5 C a. 如

果 a ¤ 0，则相应于特征值 �1 D 5 � a和 �2 D 5 C a的特征向量为 X1 D
1

p
2

�
1

�1

�
和

X2 D
1

p
2

�
1

1

�
，且 P D

1
p

2

�
1 1

�1 1

�
D R� π

4
，这是一个角度为 �

π
4
的旋转.

如果 a D 0，则二次曲线的方程变为 C W 5x2 C 5y2 C 2x C 2y C 2 D 0 , C W

4x2 C 4y2 C .x C 1/2 C .y C 1/2 D 0 ) C D ¿.

如果 a D 5，我们有 C W 5x2 C 10xy C 5y2 C 2x C 2y C 2 D 0 , C W 4.x C y/2 C .x C

y C 1/2 C 1 D 0 ) C D ¿.

如果 a D �5，则二次曲线的方程变为 C W 5x2 � 10xy C 5y2 C 2x C 2y C 2 D 0 , C W

5.x � y/2 C 2.x � y/ C 4y C 2 D 0 , C W 5
�
x � y C

1
5

�2
D �4

�
y C

9
20

�
，这是一个抛

物线.

我们作旋转
�

x

y

�
D P

�
x0

y 0

�
，且二次曲线的方程变为 .5 � a/x02 C .5 C a/y 02 C

2
p

2y 0 C 2 D 0或者

C W .5 � a/x02
C .5 C a/

 
y 02

C
2
p

2

5 C a
y 0

C
2

.5 C a/2

!
C 2

4 C a

5 C a
D 0:

如果 a D �4，则二次曲线的方程变为 C W
9
2
.x � y/2 C

1
2
.x C y C 2/2 D 0，且二次曲线

退化为一个点 C D ¹.�1; �1/º.

如果 a 2 .�5; �4/，我们有 5 � a > 0; 5 C a > 0; 4Ca
5Ca

< 0，这说明 C 是一个椭圆.

如果 a 2 .�4; 5/，我们有 5 � a > 0; 5 C a > 0; 4Ca
5Ca

> 0 ) C D ¿.

如果 a 2 .�1; �5/ [ .5; C1/，由于 5 C a和 5 � a的符号相反，我们得到 C 是一个双

曲线.

综上所述：

如果 a 2 .�1; �5/ [ .5; C1/ ) C 是一个双曲线.

如果 a D �5 ) C 是一个抛物线.

如果 a 2 .�5; �4/ ) C 是一个椭圆.

如果 a D �4 ) C 退化为一个点.
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如果 a 2 .�4; 5� ) C 是空集.

(2)与二次曲线对应的矩阵为 A D

�
a 1

1 a

�
，其特征值为 �1 D a C 1; �2 D a � 1. 相

应的特征向量为 X1 D
1

p
2

�
1

1

�
和 X2 D

1
p

2

�
�1

1

�
，且 P D

1
p

2

�
1 �1

1 1

�
D R π

4
，这是一个

角度为 π
4
的旋转.

如果 a D 1，我们有 .x C y/2 � 2.x C y/ C 1 D �4y � 8 , .x C y � 1/2 D �4.y C 2/，

这是一个抛物线.

如果 a D �1，我们有 C W .x � y C 1/2 D 10 , C W x � y C 1 D ˙
p

10，二次曲线退化

为两条直线的并.

如果 a 2 Rn¹˙1º，我们作旋转
�

x

y

�
D P

�
x0

y 0

�
，且二次曲线的方程变为 .a C 1/x02 C

.a � 1/y 02 C 2
p

2y 0 C 9 D 0. 我们通过对 y 0配方得到

.a C 1/x02
C .a � 1/

 
y 0

C

p
2

a � 1

!2

C
9a � 11

a � 1
D 0:

我们分以下几种情形：

如果 a D
11
9
，由于 a C 1 > 0; a � 1 > 0，二次曲线退化为点

�
9
2
; �

9
2

�
.

如果 a > 11
9
，由于 a C 1 > 0; a � 1 > 0; 9a�11

a�1
> 0，二次曲线退化为空集.

如果 a 2
�
1; 11

9

�
，则 a C 1 > 0; a � 1 > 0; 9a�11

a�1
< 0，二次曲线是椭圆.

如果 a 2 .�1; 1/，则 a C 1 > 0; a � 1 < 0; 9a�11
a�1

> 0，二次曲线是双曲线.

如果 a 2 .�1; �1/，则 a C 1 < 0; a � 1 < 0; 9a�11
a�1

> 0，二次曲线是椭圆.

综上所述：

如果 a 2 .�1; �1/ [
�
1; 11

9

�
，二次曲线是一个椭圆.

如果 a D �1，则二次曲线是两条直线的并.

如果 a 2 .�1; 1/，则二次曲线是一个双曲线.

如果 a D 1，则二次曲线是一个抛物线.

如果 a D
11
9
，则二次曲线退化为一个点.

如果 a 2
�

11
9

; C1
�
，则二次曲线是空集.
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(3)我们有 x2 C 4xy C 4y2 C ax D 0 , .x C 2y/2 D �ax. 如果 a D 0，则二次曲线

退化为直线 x C 2y D 0；如果 a ¤ 0，则二次曲线为抛物线.

(4) 与二次曲线对应的矩阵为 A D

�
7 �4

�4 1

�
，其特征值为 �1 D 9; �2 D �1. 作

旋转 X D P Y，二次曲线的方程变为 9x02 � y 02 C a D 0. 如果 a ¤ 0，则二次曲线为

双曲线；如果 a D 0，则二次曲线退化为两条直线的并. 由于 7x2 � 8xy C y2 D 0 ,

.x � y/.7x � y/ D 0，这意味着 x � y D 0或 7x � y D 0. 因此，当 a D 0时，我们有

C D D1 [ D2，其中 D1 W x � y D 0，D2 W 7x � y D 0.
6.3 c D �12.
6.5 (a)由注 6.2，以 xCy�1 D 0为渐近线的双曲线的方程为 .axCbyCc/.xCy�1/C˛ D

0; ˛ ¤ 0. 由于点 .1; 1/; .2; 1/和 .�1; �2/在双曲线的图像上，我们有线性方程组8̂<̂
:

a C b C c C ˛ D 0

4a C 2b C 2c C ˛ D 0

4a C 8b � 4c C ˛ D 0

:

这说明双曲线的方程为 .2x � 3y � 3/.x C y � 1/ C 4 D 0.
(b) 由于等轴双曲线具有互相垂直的渐近线，我们得到双曲线的方程为 .x C y C

c/.x � y C 1/ C ˛ D 0; ˛ ¤ 0. 于是 .x C y � 4/.x � y C 1/ C 2 D 0.
6.6 我们考虑曲线 C 2

k
W

p
x C

p
y D

p
k，且注意到 x; y 2 Œ0; k�. 我们将方程两边平方，

得到 x C y C 2
p

xy D k , 2
p

xy D k � x � y，这说明 k > x C y. 且由于 x; y 2 Œ0; k�，

我们可知曲线包含在一个以 A.0; k/; B.k; 0/和 O.0; 0/为顶点的三角形内. 将之前的方
程再平方，得到 x2 � 2xy C y2 � 2kx � 2ky C k2 D 0. 因此，曲线是二次曲线，确切地说，
是包含在4OAB 内的一个二次曲线的弧，即

C 2
k W x2

� 2xy C y2
� 2kx � 2ky C k2

D 0; 0 6 x 6 k; 0 6 y 6 k:

二次型 x2 D 2xy C y2的矩阵为 A D

�
1 �1

�1 1

�
，其特征值为 �1 D 0; �2 D 2，相应的特

征值为

X1 D

 
1

p
2

1
p

2

!
和 X2 D

 
�

1
p

2
1

p
2

!
:

旋转矩阵 P D

 p
2

2
�

p
2

2p
2

2

p
2

2

!
D R π

4
. 我们作旋转，旋转公式为 X D P Y，

8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

x0
�

1
p

2
y 0

y D
1

p
2

x0
C

1
p

2
y 0

或

8̂̂<̂
:̂

x0
D

1
p

2
x �

1
p

2
y

y 0
D �

1
p

2
x C

1
p

2
y

:
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二次曲线在坐标系 x0O 0y 0下的方程为 y 02�
p

2kx0C
k2

2
D 0 , y 02�

p
2k
�
x �

k

2
p

2

�
D 0.

平移公式为 x00 D x0 �
k

2
p

2
; y 00 D y 0，将二次曲线化为标准形，在坐标系 x00O 00y 00 下的方

程为 y 002 �
p

2kx00 D 0. 这是一个抛物线，所以曲线 C 2
k
是抛物线的弧，它与 x 轴和 y 轴

相切，且包含在4OAB 内.
新坐标系的轴 O 00x00 W y 00 D 0 , y 0 D 0 , x � y D 0，轴 O 00y 00 W x00 D 0 , x0 D

k

2
p

2
, x C y D

k
2
. 抛物线的顶点，即这两条轴的交点坐标为

�
k
4
; k

4

�
.

类似地，我们可以证明另外两条曲线 C 1
k
和 C 3

k
也是抛物线，即 C 1

k
是抛物线在直线

y � x D 0上方的无界弧，它与 y 轴在 A.0; k/处相切. 而 C 3
k
是在直线 y � x D 0下方

的无界弧，它与 x轴在 B.k; 0/处相切（图 6.5）.

O B.k; 0/ x

A.0; k/

y

p
y �

p
x D

p
k

p
x �

p
y D

p
k

p
x C

p
y D

p
k

图 6.5: Lamé抛物线

6.7 相应于 C 的二次型矩阵为 A D

�
1 �2

�2 1

�
，其特征值为 �1 D 3; �1 D �1. 由于

�1�2 < 0，二次曲线为双曲线. 我们将二次曲线的方程写成 .x � 2y/2 � 3y2 D 1，且注意

到这是一个 Pell方程，其最小解为 x0 D 4; y0 D 1. 此方程的通解满足 xn�2ynCyn

p
3 D

.2 C
p

3/n，这意味着

x � 2yn D
.2 C

p
3/n C .2 �

p
3/n

2
且 yn D

.2 C
p

3/n � .2 �
p

3/n

2
p

3
; n > 1:

此双曲线上的格点为 .˙1; 0/和 .˙xn; ˙yn/，其中

xn D

�
1

2
C

1
p

3

�
.2 C

p
3/n

C

�
1

2
�

1
p

3

�
.2 �

p
3/n;

yn D
1

2
p

3
.2 C

p
3/n

�
1

2
p

3
.2 �

p
3/n; n > 1:
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6.8 直接计算可知 .2; 0/; .3; 1/和 .7; 3/都在抛物线上. 我们来求出矩阵 A 2 M2.Q/，使

得通过递推关系 �
xnC1

ynC1

�
D A

�
xn

yn

�
; n > 0

可以生成无穷多个格点 .xn; yn/ 2 H . 设
�

x0

y0

�
D

�
2

0

�
;

�
x1

y1

�
D

�
3

1

�
且
�

x2

y2

�
D

�
7

3

�
.

我们有
�

3

1

�
D A

�
2

0

�
;

�
7

3

�
D A

�
3

1

�
，于是

�
3 7

1 3

�
D A

�
2 3

0 1

�
. 这说明 A D

1
2

�
3 5

1 3

�
.

矩阵递推关系说明 xnC1 D
1

2
.3xn C 5yn/，且 ynC1 D

1
2
.xn C 3yn/; n > 0. 我们可以验证

x2
nC1 � 5y2

nC1 D x2
n � 5y2

n D 4; 8n > 0，所以对任意 n > 0，.xn; yn/ 2 H .
6.9 (a)椭圆的中心是线段 ŒF1F2�的中点 O 00.2

p
3; 3/. 椭圆的长半轴在直线 F1F2上，其

方程为 O 00x00 W y D
1

p
3
x C 1. 短半轴经过点 O 00 且垂直于 O 00x00，其方程为 O 00y 00 W y D

�
p

3x C 9. Ox 与 O 00x00 的夹角由直线 O 00x00 的斜率决定，即 m D
1

p
3

D tan π
6
，所以

坐标系 x00O 00y 00 可以将标准坐标系 xOy 旋转角度 π
6
后再经过一次把原点 O.0; 0/移到

O 00.2
p

3; 3/的平移得到. 点M.x; y/在坐标系 x00O 00y 00下的坐标 .x00; y 00/满足�
x00

y 00

�
D

 p
3

2
1
2

�
1
2

p
3

2

!�
x � 2

p
3

y � 3

�
: (6.5)

此椭圆的焦距为 F1F2 D 4，所以 c D 2; a D 3，且 b2 D a2 � c2 D 5. 椭圆在坐
标系 x00O 00y 00 下的方程为 C W

x002

9
C

y002

5
� 1 D 0. 利用等式 (6.5)，我们得到 x00 D

1
2
.
p

3x C y � 9/; y 00 D
1
2
.�x C

p
3y �

p
3/，然后将它们带入椭圆的方程，我们得到

C W 6x2 C 8y2 � 2
p

3xy � 18
p

3x � 36y C 63 D 0.

(b)椭圆所对应的二次型的矩阵为A D

�
6 �

p
3

�
p

3 8

�
，其特征值为 �1 D 5; �2 D 9，

相应的特征向量为 X1 D

 p
3

2
1
2

!
和 X2 D

 
�

p
3

2
1
2

!
. 使得 A 化为 Jordan 标准形的矩阵

P D

 p
3

2
�

1
2

1
2

p
3

2

!
D R π

6
. 我们绕原点作角度为 π

6
的旋转，得到坐标系 x0Oy 0. 在此坐标系

下，椭圆 C 上的点 .x; y/的坐标 .x0; y 0/满足公式�
x

y

�
D

 p
3

2
�

1
2

1
2

p
3

2

!�
x0

y 0

�
:

不需要计算，可知二次曲线的二次型 6x2 C 88y2 � 2
p

3xy 变为 5x02 C 9y 02，根据上

述公式计算二次曲线中的一次项，我们得到二次曲线在新坐标系 x0Oy 0 下的方程为

C W 5x02 C 9y02 � 45x0 � 9
p

3y 0 C 63 D 0，即 C W 5
�
x0 �

9
2

�2
C 9

�
y 0 �

p
3

2

�2

� 45 D 0. 我

288

yuxtech.github.io


我的博客: yuxtech.github.io 我的公众号:向老师讲数学

们作平移 x00 D x0 �
9
2
; y 00 D y 0 �

p
3

2
，我们得到一个新的坐标系 x00O 00y 00，二次曲线在坐

标系 x00O 00y 00下的方程变为 x002

9
C

y002

5
� 1 D 0，这和我们在 (a)中得到的方程相同.

新坐标系的坐标轴为 O 00x00 W y 00 D 0 , y 0 D

p
3

2
, x �

p
3y �

p
3 D 0 和

O 00y 00 W x00 D 0 , x0 D
9
2

,
p

3x C y � 9 D 0. 椭圆的中心，是两条坐标轴的交点，即
O 00.2

p
3; 3/. 因此，二次曲线是椭圆，且半轴分别为 a D 3; b D

p
5.

6.10 (a) 双曲线的中心是线段 ŒF1F2� 的中点，即 O 00.1; 4/. 焦距为 F1F2 D 4
p

2，所

以 c D 4
p

2; a D 2 且 b2 D c2 � a2 D 4，这意味着双曲线是等轴的. 我们取坐标系
x00O 00y 00 使得 x00 轴是直线 F1F2，其方程为 O 00x00 W y D x C 3，而 y 00 轴经过点 O 00 且

垂直于 x00 轴，其方程为 O 00y 00 W y D �x C 5. 在新坐标系 x00O 00y 00 下，双曲线的方程为
x002

4
�

y002

4
� 1 D 0 , x002 � y 002 � 4 D 0. 坐标系 x00O 00y 00可通过将坐标系 xOy 旋转角度

π
4
以后再将 O 平移到 O 00 处得到. 在坐标系 xOy 下的点 M.x; y/在新坐标系 x00O 00y 00

下的坐标 .x00; y 00/满足公式�
x00

y 00

�
D R� π

4

�
x � 1

y � 4

�
D

 p
2

2

p
2

2

�

p
2

2

p
2

2

!�
x � 1

y � 4

�
:

于是 x00 D

p
2

2
.x C y � 5/; y 00 D

p
2

2
.�x C y � 3/，并将它们带入 x002 � y 002 � 4 D 0，我们

得到双曲线在坐标系 xOy 下的方程为 xy � 4x � y � 2 D 0.
(b)我们将二次曲线的方程写成 C W 2xy � 8x � 2y C 4 D 0，且注意到相应于二次

型 2xy的矩阵为 A D

�
0 1

1 0

�
，其特征值为 �1 D 1; �2 D �1，而相应的特征向量为 X1 D p

2
2p
2

2

!
和X2 D

 
�

p
2

2p
2

2

!
. 使得矩阵A化为 Jordan标准形的矩阵P D

 p
2

2
�

p
2

2p
2

2

p
2

2

!
D R π

4
.

我们作旋转坐标变换
�

x

y

�
D R π

4

�
x0

y 0

�
，我们得到二次曲线在坐标系 x0Oy 0 下的方程为

x02 � y 02 � 5
p

2x0 � 3
p

2y 0 C 4 D 0 ,

�
x0 �

5
p

2
2

�2

�

�
y 0 �

3
p

2
2

�2

� 4 D 0. 这意味着
x002

4
�

y002

4
� 1 D 0，其中 x00 D x0 �

5
p

2
2

; y 00 D y 0 �
3

p
2

2
.

新坐标系的坐标轴为O 00x00 W y 00 D 0 , y D x C3和O 00y 00 W x00 D 0 , y D �x C5.
双曲线的中心，是这两条坐标轴的交点 O 00.1; 4/.
6.11 (a)轨迹是以 D 为准线，以 F 为焦点的抛物线，抛物线的对称轴是过 F 且垂直于

D 的直线. D 的斜率为 m D

p
3

3
，则对称轴的斜率为 m0 D �

1
m

D �
p

3，于是对称轴的方

程为 D 0 W y D �
p

3.x � 2/. F 在准线上的投影为点 F 0.1;
p

3/，它是直线 D 与 D 0 的交

点，FF 0 D 2，所以 p D 4.
抛物线在新坐标系下的方程为P W y 002 D 2px00，其中心是线段 ŒFF 0� 的中点，即

O 00

�
3
2
;

p
3

2

�
，且坐标轴为O 00x00 D D 0 W y D �

p
3.x C 2/和O 00y 00 W x �

p
3y D 0，且O 00y 00

平行于 D . 在坐标系 x00O 00y 00 下，抛物线的方程为 y 002 D 8x00. 坐标轴 O 00x00 与 Ox 的夹
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角由 D 0 的斜率给出，即 m D tan ˛ D �
p

3，所以 ˛ D �
π
3
. 因此，坐标系 x00O 00y 00 可通过

角度为 �
π
3
的旋转和沿着向量 OO 00的平移得到. 在坐标系 xOy 下的点M.x; y/在新坐

标系 x00O 00y 00下的坐标 .x00; y 00/满足公式

�
x00

y 00

�
D R π

3

 
x �

3
2

y �

p
3

2

!
D

 
1
2

�

p
3

2p
3

2
1
2

! 
x �

3
2

y �

p
3

2

!
:

我们得到抛物线的方程为

D W 3x2
C y2

C 2
p

3xy � 28x C 12
p

3y C 12 D 0:

(b) 相应于二次型 3x2 C y2 C 2
p

3xy 的矩阵为 A D

�
3

p
3

p
3 1

�
，其特征值为

�1 D 0; �2 D 4，相应的特征向量为 X1 D

 
1
2

�

p
3

2

!
和 X2 D

 p
3

2
1
2

!
. 使得矩阵 A 化为

Jordan标准形的矩阵 P D

 
1
2

p
3

2

�

p
3

2
1
2

!
D R� π

3
. 我们将坐标系 xOy 旋转角度 �

π
3
，我们

得到坐标系 x0Oy 0，且有公式�
x

y

�
D R� π

3

�
x0

y 0

�
或

�
x0

y 0

�
D R π

3

�
x

y

�
:

二次曲线在坐标系 x0Oy 0 下的方程为 y 02 � 2
p

3y 0 C 3 D 8x0 , .y 0 �
p

3/2 D 8x0 ,

y 02 D 8x00，其中 x00 D x0; y 00 D y 0 �
p

3.
新坐标系的坐标轴为 O 00x00 W y 00 D 0 , y 0 D

p
3 ,

p
3x C y � 2

p
3 D 0，这是直

线 D 0，以及 O 00y 00 W x00 D 0 , x0 D 0 , x �
p

3y D 0. 坐标系的中心是这两条坐标轴的
交点 O 00

�
3
2
;

p
3

2

�
.

6.12 设 M1.a cos t1; b sin t1/ 和 M2.a cos t2; b sin t2/，且 M1 � M2 D M.a cos t; b sin t /.
直线 M1M2 的斜率为 m D

b sin t2�sin t1

a cos t2�cos t1
D �

b
a

cot t1Ct2

2
. 过点 A 且平行于 M1M2 的直

线方程为 D W y D �
b
a

cot t1Ct2

2
.x � a/. 将此直线与椭圆相交，我们得到方程 b sin t D

b
a

cot t1Ct2

2
a.cos t � 1/ , sin t

2
cos t

2
D sin2 t

2
cot t1Ct2

2
. 当 sin t

2
D 0，我们得到点 A，当

sin t
2

¤ 0，我们有 tan t
2

D tan t1Ct2

2
，所以 t D t1 C t2.

二元算符 �满足结合律，因为M.t1/ �
�
M.t2/ � M.t3/

�
D
�
M.t1/ � M.t2/

�
� M.t3/ D

M.t1 C t2 C t3/. 还满足交换律，因为M.t1/ � M.t2/ D M.t2/ � M.t1/ D M.t1 C t2/. �的

单位元是 A D M.0/，M.t/关于 �的逆元为M 0.�t /，这是M 关于 x轴的对称点.

6.13 与函数 f .x; y/对应的二次型 2x2 C 2xy C 2y2 的矩阵为 A D

�
2 1

1 2

�
，其特征值
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为 �1 D 3; �2 D 1，相应的特征向量为 v1 D

 
1

p
2

1
p

2

!
和 v2 D

 
�

1
p

2
1

p
2

!
，于是

JA D

�
3 0

0 1

�
且 P D

 
1

p
2

�
1

p
2

1
p

2

1
p

2

!
:

我们作旋转变换 8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

x0
�

1
p

2
y 0

y D
1

p
2

x0
C

1
p

2
y 0

;

可得函数 2f 在坐标系 x0Oy 0下的表达式为 g.x0; y 0/ D 3x02 C y 02 � 2
p

2y 0 � 2 D 3x02 C

.y 0 �
p

2/2 � 4. 函数 g 在 .0;
p

2/处取最小值 �4，于是 f 在 .x; y/ D .�1; 1/处取最小

值 f .�1; 1/ D �2.

6.14 (a)二次型 3x2 � 2xy C 3y2的矩阵为 A D

�
3 �1

�1 3

�
，其特征值为 �1 D 2; �2 D 4，

相应的特征向量为 v1 D

 
1

p
2

1
p

2

!
和 v2 D

 
�

1
p

2
1

p
2

!
，于是

JA D

�
2 0

0 4

�
且 P D

 
1

p
2

�
1

p
2

1
p

2

1
p

2

!
:

我们作旋转变换 8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

x0
�

1
p

2
y 0

y D
1

p
2

x0
C

1
p

2
y 0

;

二次曲线的方程变为 x02 C 2y 02 C 2
p

2x0 � 2 D 0 , .x0 C
p

2/2 C 2y 02 D 4，作平移

x0 C
p

2 D x00; y 0 D y 00 之后可得二次曲线为椭圆 x002 C 2y 002 D 4. 椭圆的参数方程为
x00 D 2 cos t:y 00 D

p
2 sin t; t 2 Œ0; 2π/. 利用旋转和平移的公式，我们得到´

x D
p

2 cos t � sin t � 1

y D
p

2 cos t C sin t � 1
;

其中 t 2 Œ0; 2π/. 于是 f .x; y/ D g.t/ D 2
p

2 cos t � 2; t 2 Œ0; 2π/，此函数当 t D π时取最
小值 �2

p
2 � 2，当 t D 0时取最大值 2

p
2 � 2. 因此，函数 f 在限制条件下的全局最小

值在 .�
p

2 � 1; �
p

2 � 1/处取到，为 �2
p

2 � 2；全局最大值在 .x; y/ D .
p

2 � 1;
p

2 � 1/

处取到，为 2
p

2 � 2.
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注意. 设 E 表示椭圆 3x2 � 2xy C 3y2 C 4x C 4y � 4 D 0. 值得一提的是，由于 f

是一个连续函数，而 E 是一个紧集. 由Weierstrass定理，f jE 存在全局最小值和最大值.
利用 Lagrange乘数法，我们只需求出限制条件下 f 的驻点，在这里的情形中有两个这

样的点，然后只需要观察其中一个是最小值点，另一个是最大值点.

(b)二次型 3x2 C 10xy C 3y2 的矩阵为 A D

�
3 5

5 3

�
，其特征值为 �1 D 8; �2 D �2，

相应的特征向量为 v1 D

 
1

p
2

1
p

2

!
和 v2 D

 
�

1
p

2
1

p
2

!
，于是

JA D

�
8 0

0 �2

�
且 P D

 
1

p
2

�
1

p
2

1
p

2

1
p

2

!
:

旋转 8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

x0
�

1
p

2
y 0

y D
1

p
2

x0
C

1
p

2
y 0

;

和平移 ´
x0

�
p

2 D x00

y 0
D y 00

说明我们的二次曲线为双曲线 4x002 � y 002 D 16.
设H 表示此双曲线，而H1和H2是H 的两个分支，即H D H1 [ H2.
H1的参数方程为 x00 D 2 cosh t; y 00 D 4 sinh t; t 2 R. 我们得到旋转和平移方程为´

x D 1 C
p

2 cosh t � 2
p

2 sinh t

y D 1 C
p

2 cosh t C 2
p

2 sinh t
; t 2 R:

因此，我们研究函数 g.t/ D f .x; y/ D 2x C y D 3 C
1
2

�p
2et C5

p
2e�t

�
; t 2 R. 计算可

知 g有全局最小值 3 C
p

10，在 t D ln
p

5处取到. 因此，f 的最小值当 x D 1 �

q
2
5
和

y D 1 C 7
q

2
5
时取到最小值 3 C

p
10.

另一方面，H2的参数方程为 x00 D �2 cosh t; y 00 D 4 sinh t; t 2 R，这意味着´
x D 1 �

p
2 cosh t � 2

p
2 sinh t

y D 1 �
p

2 cosh t C 2
p

2 sinh t
; t 2 R:

现在我们研究函数 h.t/ D f .x; y/ D 2x C y D 3 �
1
2

�p
2et C5

p
2e�t

�
; t 2 R的极值. 此

函数在 t D � ln
p

5处取到极大值 3 �
p

10. 因此 f 在 x D 1 C

q
2
5
; y D 1 � 7

q
2
5
时取

到极大值 3 �
p

10.
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(c)二次型 9x2C24xyC16y2的矩阵为A D

�
9 12

12 16

�
，其特征值为 �1 D 25; �2 D 0，

相应的特征向量为 v1 D

�
3
5
4
5

�
和 v2 D

�
�

4
5

3
5

�
，于是

JA D

�
25 0

0 0

�
且 P D

�
3
5

�
4
5

4
5

3
5

�
:

旋转变换 8̂̂<̂
:̂

x D
3

5
x0

�
4

5
y 0

y D
4

5
x0

C
3

5
y 0

将二次曲线方程变为 x02 C 2y 0 D 0. 此抛物线的参数方程为 x0 D t; y 0 D �
t2

2
; t 2 R，

由旋转公式可知 x D
3
5
t C

2
5
t2; y D

4
5
t �

3
10

t2. 现在我们来研究函数 g.t/ D f .x; y/ D

2x � y D
2
5
t C

11
10

t2 的极值，其全局最小值在 t D �
2

11
时取到，因此 f 的全局最小值在

x D �
58

605
; y D �

94
605
时取到，为 �

2
55
.

6.15 设 f .x; y/ D ax2 C2bxy Ccy2，且设 Lagrange函数L.x; y/ D ax2 C2bxy Ccy2 �

�.x2 C y2 � 1/，则8̂̂<̂
:̂

@L

@x
D 2ax C 2by � 2�x D 0

@L

@y
D 2bx C 2cy � 2�y D 0

,

´
.a � �/x C by D 0

bx C .c � �/y D 0
:

因此，X0 D

�
x0

y0

�
是 f 在条件 x2Cy2 D 1下的一个驻点，当且仅当Af X0 D �X0对某个

�成立. 即，当且仅当 �是Af 的特征值，而X0是相应的单位特征向量. 如果X0 D

�
x0

y0

�
满足 x2

0 C y2
0 D 1，则 f .x0; y0/ D .ax0 C by0/x0 C .bx0 C cy0/y0 D �x2

0 C �y2
0 D �. 所

以，A的最小特征值和最大特征值就是函数 f 在条件 x2 Cy2 D 1下的最小值和最大值.
6.16 此曲线是椭圆，其标准形为 4x002 Cy 002 C16. 由椭圆 x2

a2 C
y2

b2 D 1所围成区域的面积

为 πab，面积具有旋转和平移不变形，我们得到曲线 5x2 C6xyC5y2 �16x�16y�16 D 0

所围成区域的面积为 8π.
6.17 (a) 2π.e �1/

3
；(b) 2π.e �1/

3
；(c) 2π

e
p

3
；(d) 2π

e
p

3
.

6.18 (a)二次型 ax2�bxyCay2的矩阵为A D

�
a �

b
2

�
b
2

a

�
，其特征值为 �1 D a�

b
2
; �2 D

a C
b
2
，我们有

JA D

�
a �

b
2

0

0 a C
b
2

�
且 P D

1
p

2

�
1 �1

1 1

�
:
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我们用公式 X D P Y 作变量替换，即

�
x

y

�
D

1
p

2

�
1 �1

1 1

��
x0

y 0

�
)

8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

.x0
� y 0/

y D
1

p
2

.x0
C y 0/

;

于是我们得到

I1 D

“
D1

eax2�bxyCay2

dx dy D

“
D0

1

e.a� b
2 /x02C.aC b

2 /y02

ˇ̌̌̌
D.x; y/

D.x0; y 0/

ˇ̌̌̌
dx0 dy 0;

其中
ˇ̌̌

D.x;y/

D.x0;y0/

ˇ̌̌
是变换的 Jacobi行列式，而D0

1是椭圆盘

D0
1 D

²
.x0; y 0/ 2 R2

W

�
a �

b

2

�
x02

C

�
a C

b

2

�
y 02 6 ˛

³
:

作极坐标变换 x0 D
� cos �p

a� b
2

; y 0 D
� sin �p

aC b
2

，其中 � 2 Œ0; 2π/且 � 2 Œ0;
p

˛/，我们得到

I1 D

Z p
˛

0

Z 2π

0

e�2 �q
a2 �

b2

4

d� d�

D
4π

p
4a2 � b2

Z p
˛

0

�e�2

d� D
2π.e˛ �1/
p

4a2 � b2
:

(b)此积分等于 2π.e˛ �1/
p

4a2�b2
.

(c)此积分等于 2π
e˛

p
4a2�b2

.

(d)二次型 ax2 C bxy C ay2 的矩阵为 A D

�
a b

2
b
2

a

�
，其特征值为 �1 D a C

b
2
; �2 D

a �
b
2
，我们有

JA D

�
a C

b
2

0

0 a �
b
2

�
且 P D

1
p

2

�
1 �1

1 1

�
:

我们用公式 X D P Y 作变量替换，即

�
x

y

�
D

1
p

2

�
1 �1

1 1

��
x0

y 0

�
)

8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

.x0
� y 0/

y D
1

p
2

.x0
C y 0/

;

于是我们得到

I4 D

“
D0

4

e�ax2�bxy�ay2

dx dy D

“
D0

1

e�.aC b
2 /x02�.a� b

2 /y02

ˇ̌̌̌
D.x; y/

D.x0; y 0/

ˇ̌̌̌
dx0 dy 0;
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其中
ˇ̌̌

D.x;y/

D.x0;y0/

ˇ̌̌
是变换的 Jacobi行列式，而D0

4是区域

D0
4 D

²
.x0; y 0/ 2 R2

W

�
a C

b

2

�
x02

C

�
a �

b

2

�
y 02 > ˛

³
:

作极坐标变换 x0 D
� cos �p

aC b
2

; y 0 D
� sin �p

a� b
2

，其中 � 2 Œ0; 2π/且 � 2 Œ
p

˛; C1/，我们得到

I4 D

Z C1

p
˛

Z 2π

0

e�2 �q
a2 �

b2

4

d� d�

D
4π

p
4a2 � b2

Z C1

p
˛

�e�2

d� D
2π

e˛
p

4a2 � b2
:

6.19 (a)此积分等于 0，见 (b)的解答.

(b)二次型 ax2 C bxy C ay2 的矩阵为 A D

�
a b

2
b
2

a

�
，其特征值为 �1 D a C

b
2
; �2 D

a �
b
2
. 计算可知，A的 Jordan标准形，以及满足等式 A D PJAP �1的矩阵 P 为

JA D

�
a C

b
2

0

0 a �
b
2

�
且 P D

1
p

2

�
1 �1

1 1

�
:

我们利用公式 X D P Y 作变量替换，即

�
x

y

�
D

1
p

2

�
1 �1

1 1

��
x0

y 0

�
)

8̂̂<̂
:̂

x D
1

p
2

.x0
� y 0/

y D
1

p
2

.x0
C y 0/

;

于是我们得到

I D

“
D˛

xy e�ax2�bxy�ay2

dx dy

D
1

2

“
D0

˛

.x02
� y 02/e.aC b

2 /x02�.a� b
2 /y02

ˇ̌̌̌
D.x; y/

D.x0; y 0/

ˇ̌̌̌
dx0 dy 0;

其中
ˇ̌̌

D.x;y/

D.x0;y0/

ˇ̌̌
是变换的 Jacobi行列式，而D0

˛ 是区域

D0
˛ D

²
.x0; y 0/ 2 R2

W

�
a C

b

2

�
x02

C

�
a �

b

2

�
y 02 > ˛

³
:

作极坐标变换 x0 D
� cos �p

aC b
2

; y 0 D
� sin �p

a� b
2

，其中 � 2 Œ0; 2π/且 � 2 Œ
p

˛; C1/，我们得到

I D
1

p
4a2 � b2

Z C1

p
˛

Z 2π

0

 
�2 cos2 �

a C
b
2

�
�2 sin2 �

a �
b
2

!
e��2

� d� d�
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D
1

p
4a2 � b2

"
1

a C
b
2

Z C1

p
˛

�3 e��2

d�

Z 2π

0

cos2 � d�

�
1

a �
b
2

Z C1

p
˛

�3 e��2

d�

Z 2π

0

sin2 � d�

#

D
1

p
4a2 � b2

Z C1

p
˛

�3 e��2

d�

 
π

a C
b
2

�
π

a �
b
2

!
D �

4bπ
p

4a2 � b2.4a2 � b2/

�
�

1

2
.1 C �2/e��2

�ˇ̌̌̌C1

p
˛

D D �
2bπ.1 C ˛/

p
4a2 � b2.4a2 � b2/e˛

:

6.21 (a)由 (b)，此积分等于 πe2
p

8
.

(b) 设 A 的特征值为 �1; �2，JA 是其 Jordan 标准形，正交（旋转）矩阵 P 满足

A D PJAP �1. 我们有 P D .X1jX2/，其中 X1 D

�
x1

y1

�
; X2 D

�
x2

y2

�
是相应于特征值 �1

和 �2的特征向量. 利用替换 v D

�
x

y

�
D P

�
x0

y 0

�
，我们得到

I D

“
R2

e�.vTAvC2bTvCc/ dx dy

D

“
R2

e�.�1x02C�2y02Cb0
1xCb0

2yCc/

ˇ̌̌̌
D.x; y/

D.x; y 0/

ˇ̌̌̌
dx0 dy 0

D

“
R2

e�.�1x02C�2y02Cb0
1xCb0

2yCc/ dx0 dy 0;

其中 b0
1 D 2bTX1; b0

2 D 2bTX2. 我们作替换 x0
p

�1 D u; y 0
p

�2 D v，可得

I D
1

p
det A

“
R2

e

�
u2Cv2C

b0
1p
�1

uC
b0

2p
�2

vCc

�
du dv

D
1

p
det A

“
R2

e
�

�
t2Cw2Cc�

b02
1

4�1
�

b02
2

4�2

�
dt dw;

其中最后的等式是利用了变换 u C
b0

1

2
p

�1
D t; v C

b0
2

2
p

�2
D w.

由于 X1 D �1A�1X1且 X2 D �2A�1X2，我们有

�2b02
1 C �1b02

2 D �2.2bTX1/.2XT
1 b/ C �1.2bTX2/.2XT

2 b/

D 4�1�2bTA�1.X1XT
1 C X2XT

2 /b

D 4 det AbTA�1I2b

D 4 det AbTA�1b;
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这意味着

I D
ebTA�1b�c

p
det A

“
R2

e�t2�w2

dt dw

D
ebTA�1b�c

p
det A

Z C1

0

Z 2π

0

e��2

� d� d�

D
π

p
det A

ebTA�1b�c :
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附
录
A

经典分析与线性代数的瑰宝

A.1 级数荟萃

Chance favours only the prepared mind.
Louis Pasteur（1822–1895）

引理 A.1 [32]截尾 ln 1
2
的一个幂级数.

幂级数
1X

nD1

�
ln

1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n

�
xn

的收敛域为 .�1; 1�，且成立如下等式：

1X
nD1

�
ln

1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n

�
xn

D

´
ln 2 �

1
2
; 如果 x D 1

ln.1Cx/�x ln 2

1�x
; 如果 x 2 .�1; 1/

:

证 首先我们证明，如果整数 n > 1，则

ln
1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n
D .�1/n�1

Z 1

0

xn

1 C x
dx:

我们有

ln
1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n
D ln

1

2
�

nX
kD1

.�1/k

k

D ln
1

2
�

nX
kD1

.�1/k

Z 1

0

xk�1 dx

D ln
1

2
C

Z 1

0

nX
kD1

.�x/k�1 dx

D ln
1

2
C

Z 1

0

1 � .�x/n

1 C x
dx
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D .�1/n�1

Z 1

0

xn

1 C x
dx:

令 an D ln 1
2

C 1 �
1
2

C � � � C
.�1/n�1

n
，幂级数

P1

nD1 anxn 的收敛半径可由 R D

lim
n!1

janj

janC1j
得到，计算可得

anC1

an

D 1 �
1

.n C 1/
R 1

0
xn

1Cx
dx

:

另一方面，

.n C 1/

Z 1

0

xn

1 C x
dx D

xnC1

1 C x

ˇ̌̌̌1
0

C

Z 1

0

xnC1

.1 C x/2
dx D

1

2
C

Z 1

0

xnC1

.1 C x/2
dx;

由于
R 1

0
xnC1

.1Cx/2 dx <
R 1

0
xnC1 dx D

1
nC2
，则 lim

n!1
.n C 1/

R 1

0
xn

1Cx
dx D

1
2
. 因此，R D 1，此幂

级数在 .�1; 1/上收敛.
现在，我们证明级数当 x D 1时收敛，而当 x D �1时发散.
设 x D 1，我们证明此级数的和为 ln 2 �

1
2
. 设 N 2 N，我们计算此级数的部分和，我

们得到

sN D

NX
nD1

�
ln

1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n

�
D

NX
nD1

.�1/N n � 1

Z 1

0

tn

1 C t
dt

D �

Z 1

0

1

1 C t

n�1X
nD1

dt D

Z 1

0

t
�
1 � .�t /N

�
.1 C t /2

dt

D

Z 1

0

t

.1 C t/2
dt � .�1/N

Z 1

0

tN C1

.1 C t /2
dt

D ln 2 �
1

2
� .�1/N

Z 1

0

tN C1

.1 C t /2
dt:

由于 0 <
R 1

0
tN C1

.1Ct/2 dt <
R 1

0
tN C1 dt D

1
N C2
，这意味着 lim

N !1
sN D ln 2 �

1
2
.

当 x D �1时，我们得到
1X

nD1

�
ln

1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n

�
D �

1X
nD1

Z 1

0

tn

1 C t
dt

�
D �

Z 1

0

1

1 C t

1X
nD1

tn dt

D �

Z 1

0

t

1 � t2
dt

D
1

2
ln.1 � t2/

ˇ̌̌̌1�

0
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D �1:

在 (†)步骤中我们用到了非负函数的 Tonelli定理，可以交换求和与积分的次序.
设 x 2 .�1; 1/且 N 2 N，我们有

sN .x/ D

NX
nD1

�
ln

1

2
C 1 �

1

2
C � � � C

.�1/n�1

n

�
xn

D

NX
nD1

.�1/n�1

Z 1

0

xntn

1 C t
dt D �

Z 1

0

1

1 C t

NX
nD1

.�xt/n dt

D

Z 1

0

tx
�
1 � .�tx/N

�
.1 C t/.1 C xt/

dt

D

Z 1

0

tx

.1 C t/.1 C tx/
dt � .�1/N

Z 1

0

.tx/N C1

.1 C t/.1 C tx/
dt:

另一方面， ˇ̌̌̌Z 1

0

.tx/N C1

.1 C t/.1 C tx/
dt

ˇ̌̌̌
6
Z 1

0

tN C1

j1 C txj
dt 6

1

1 � jxj

Z 1

0

tN C1 dt

D
1

.N C 2/.1 � jxj/
;

这意味着

lim
N !1

sN .x/ D

Z 1

0

tx

.1 C t /.1 C tx/
dt:

计算可知Z 1

0

tx

.1 C t /.1 C tx/
dt D

Z 1

0

x

1 � x

�
�

1

1 C t
C

1

1 C tx

�
dt D

ln.1 C x/ � x ln 2

1 � x
:

引理 A.1得证. �

多重对数函数 Lin.´/当 j´j 6 1; n ¤ 1; 2时定义为

Lin.´/ D

1X
kD1

´k

kn
D

Z ´

0

Lin�1.t/

t
dt:

当 n D 1时，我们定义 Li1.´/ D � ln.1 � ´/，当 n D 2时，我们有 Li2.´/，也叫二重

对数函数，其定义为

Li2.´/ D

1X
nD1

´2

n2
D �

Z ´

0

ln.1 � t /

t
dt:
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在给出证明接下来的两个引理之前，我们整理一些级数理论中的结论. 回顾 Abel
求和公式 [11, p.55]，[22, p.258]，如果 .an/n>1 和 .bn/n>1 是两个实或复数列，且 An DPn

kD1 ak，则
nX

kD1

akbk D AnbnC1 C

n�1X
kD1

Ak.bk � bkC1/; n 2 N:

在我们的计算中，我们还会用到 Abel求和公式的无穷形式
1X

kD1

akbk D lim
n!1

.AnbnC1/ C

1X
kD1

Ak.bk � bkC1/;

假定上述无穷级数收敛，且极限存在.

引理 A.2 截尾 �.k/的母函数

1X
nD1

�
�.k/ �

1

1k
�

1

2k
� � � � �

1

nk

�
xn

D

´
x�.k/�Lik.x/

1�x
; 如果 x 2 Œ�1; 1/

�.k � 1/ � �.k/; 如果 x D 1
;

其中 Lik 表示多重对数函数.

证 如果 x D 0，结论显然，我们只需考虑 x 2 Œ�1; 1/ 且 x ¤ 0. 我们对 an D xn 和

bn D �.k/ �
1

1k �
1

2k � � � � �
1

nk 利用 Abel求和公式可得
1X

nD1

�
�.k/ � 1 �

1

2k
� � � � �

1

nk

�
xn

D lim
n!1

.x C x2
C � � � C xn/

�
�.k/ �

1

1k
�

1

2k
� � � � �

1

.n C 1/k

�
C

1X
nD1

.x C x2
C � � � C xn/

1

.n C 1/k

D
x

1 � x

1X
nD1

�
1

.n C 1/k
�

xn

.n C 1/k

�
D

x

1 � x

�
�.k/ � 1 �

1

x

�
Lik.x/ � x

��
D

x�.k/ � Lik.x/

1 � x
:

现在我们考虑 x D 1的情形. 我们对 an D 1和 bn D �.k/ �
1

1k �
1

2k � � � � �
1

nk 利用

Abel求和公式可得
1X

nD1

�
�.k/ � 1 �

1

2k
� � � � �

1

nk

�
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D lim
n!1

n

�
�.k/ �

1

1k
�

1

2k
� � � � �

1

.n C 1/k

�
C

1X
nD1

n

.n C 1/k

D

1X
nD1

�
1

.n C 1/k�1
�

1

.n C 1/k

�
D �.k � 1/ � �.k/;

引理得证. �

引理 A.3 将 �.k/截尾 n次的母函数.

(a) 设整数 k > 3，且设 x 2 Œ�1; 1/，则成立以下公式：

1X
nD1

n

�
�.k/ �

1

1k
�

1

2k
� � � � �

1

nk

�
xn�1

D
�.k/ �

1�x
x

Lik�1.x/ � Lik.x/

.1 � x/2
;

其中 Lik 表示多重对数函数.

(b) 设实数 k > 3，则

1X
nD1

n

�
�.k/ �

1

1k
�

1

2k
� � � � �

1

nk

�
D

1

2

�
�.k � 2/ � �.k � 1/

�
:

证 (a)将引理 A.2中的级数逐项微分即可.
(b)引理的这一部分只需要对 an D n和 bn D �.k/ �

1
1k �

1
2k � � � � �

1
nk 利用 Abel求

和公式即可. �

A.2 两个二次 Frullani积分

在本节中，我们证明一个在问题 4.102中用到的引理.

引理 A.4 伪装的 Frullani积分.
设 ˛是一个正实数，则以下等式成立：Z C1

0

Z C1

0

�
e�˛x �e�˛y

x � y

�2

dx dy D

Z C1

0

�
1 � e�x

x

�2

dx D 2 ln 2:

证 首先我们计算这里的定积分，只需要注意到它是一个 Frullani 积分 [33]. 设函数
f W Œ0; C1/ ! R为 f .x/ D

1�e�x

x
; x ¤ 0，而 f .0/ D 1. 计算知�

1 � e�x

x

�2

D 2
f .x/ � f .2x/

x
:
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由 Frullani公式，可得Z C1

0

�
1 � e�x

x

�2

dx D 2

Z C1

0

f .x/ � f .2x/

x
dx D 2

�
f .0/ � f .C1/

�
ln 2 D 2 ln 2;

引理的第二个等号得证.
现在我们来计算这里的二重积分，作替换 ˛x D u; ˛y D v，我们得到

I D

Z C1

0

Z C1

0

�
e�˛x �e�˛y

x � y

�2

dx dy

D

Z C1

0

Z C1

0

�
e�u �e�v

u � v

�2

du dv

D 2

Z C1

0

 Z u

0

�
e�u �e�v

u � v

�2

dv

!
du:

作替换 u � v D t，可知内层积分变为Z u

0

�
e�u �e�v

u � v

�2

dv D e�2u

Z u

0

�
1 � et

t

�2

dt:

这意味着 I D 2
R C1

0
e�2u

�R u

0

�
1�et

t

�2

dt

�
du. 我们利用分部积分来计算此积分，考虑

f .u/ D

Z u

0

�
1 � et

t

�2

dt; f 0.u/ D

�
1 � eu

u

�2

; g0.u/ D e�2u; g.u/ D �
e�2u

2
;

我们得到

I D �e�2u

Z u

0

�
1 � et

t

�2

dt

ˇ̌̌̌C1

0

C

Z C1

0

�
1 � e�u

u

�2

du

D

Z C1

0

�
1 � e�u

u

�2

du

D 2 ln 2:

引理得证. �

更一般地 [21]，我们可以证明，如果整数 n > 2，则Z C1

0

Z C1

0

�
e�x �e�y

x � y

�n

dx dy D
2.�1/n

n

Z C1

0

�
1 � e�x

x

�n

dx

D
2

nŠ

nX
j D2

�
n

j

�
j n�1.�1/l ln j:

而当 n D 2的情形就约化为一个 Frullani积分.
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A.3 计算 eAx

在本节中，我们给出计算 eAx 的一个一般的方法，其中 A 2 M2.R/; x 2 R. 此方法
结合了 Cayley–Hamilton定理与指数函数的幂级数展开式.

定理 A.1 指数矩阵 eAx .
设 A 2 M2.R/; x 2 R: Tr.A/ D t; det A D d，则：

eAx
D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

e
tx
2

h
cosh

p
�x
2

I2 C
2

p
�

sinh
p

�x
2

�
A �

t
2
I2

�i
; 如果� > 0

e
tx
2

h
I2 C

�
A �

t
2
I2

�
x
i
; 如果� D 0

e
tx
2

h
cos

p
��x
2

I2 C
2

p
��

sin
p

��x
2

�
A �

t
2
I2

�i
; 如果� < 0

:

其中 � D t2 � 4d .

证 由 Cayley–Hamilton定理，我们有 A2 � tA C dI2 D O2，于是可得
�
A �

t
2
I2

�2
D

�
4

I2.
如果 � > 0，令 b D

p
�

2
; B D A �

t
2
I2. 我们有 B2 D b2I2，且这意味着 B2k D b2kI2

对任意 k > 0成立，而 B2k�1 D b2k�2B 对任意 k > 1成立. 计算可得

eBx
D

1X
kD0

.Bx/2k

.2k/Š
C

1X
kD1

.Bx/2k�1

.2k � 1/Š

D

1X
kD0

.bx/2k

.2k/Š
I2 C

1X
kD1

.bx/2k�1

.2k � 1/Š
�
B

b

D cosh.bx/I2 C
sinh.bx/

b
B

D cosh

p
�x

2
I2 C

2
p

�
sinh

p
�x

2
B:

这意味着

eAx
D e

tx
2

I2 eBx
D e

tx
2

"
cosh

p
�x

2
I2 C

2
p

�
sinh

p
�x

2

�
A �

t

2
I2

�#
:

如果 � D 0，我们有 B2 D O2，且这意味着 Bk D O2 对任意 k > 2 成立，所以

eBx D I2 C Bx，且

eAx
D e

tx
2

I2 eBx
D e

tx
2

�
I2 C

�
A �

t

2
I2

�
x

�
:

如果 � < 0，我们有 B2 D
�
4

I2 或 B2 D �b2I2，其中 b D

p
��
2

. 这意味着
B2k D .�1/kb2kI2 对任意 k > 0成立，而 B2k�1 D .�1/k�1b2k�2B 对任意 k > 1成立.
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计算可得

eBx
D

1X
kD0

.Bx/2k

.2k/Š
C

1X
kD1

.Bx/2k�1

.2k � 1/Š

D

1X
kD0

.�1/k .bx/2k

.2k/Š
I2 C

1X
kD1

.�1/k�1 .bx/2k�1

.2k � 1/Š
�
B

b

D cos.bx/I2 C
sin.bx/

b
B

D cos

p
��x

2
I2 C

2
p

��
sin

p
��x

2

�
A �

t

2
I2

�
这意味着

eAx
D e

tx
2

I2 eBx
D e

tx
2

"
cos

p
��x

2
I2 C

2
p

��
sin

p
��x

2

�
A �

t

2
I2

�#
:

定理得证. �

注 A.1 我们顺便一提，双曲函数 sinh.Ax/和 cosh.Ax/也可以根据定理 A.1计算出来，
我们将这些计算留给感兴趣的读者.

A.4 计算 sin Ax和 cos Ax

在本节中，我们给出一种不同于 Jordan 标准形的方法来计算三角函数 sin.Ax/ 和

cos.Ax/，其中 A 2 M2.R/; x 2 R.

定理 A.2 三角函数 sin.Ax/.
设 A 2 M2.R/; x 2 R; Tr.A/ D t; det A D d，则：

sin.Ax/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

cos
p

�x
2

sin tx
2

I2 C
2

p
�

cos tx
2

sin
p

�x
2

�
A �

t
2
I2

�
; 如果� > 0

sin tx
2

I2 C x cos tx
2

�
A �

t
2
I2

�
; 如果� D 0

cosh
p

��x
2

sin tx
2

I2 C
2

p
��

sinh
p

��x
2

cos tx
2

�
A �

t
2
I2

�
; 如果� < 0

;

其中 � D t2 � 4d .

证 Cayley–Hamilton定理意味着 A2 � tA C dI2 D O2，于是
�
A �

t
2
I2/
�2

D
�
4

I2.
如果 � > 0，令 b D

p
�

2
; B D A �

t
2
I2. 我们有 B2 D b2I2，且这意味着 B2k D b2kI2

对任意 k > 0成立，而 B2k�1 D b2k�2B 对任意 k > 1成立. 我们有

sin.Bx/ D

1X
nD1

.�1/n�1 .Bx/2n�1

.2n � 1/Š
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D

1X
nD1

.�1/n�1 .bx/2n�1

.2n � 1/Š
�
B

b

D
sin.bx/

b
B

D
2

p
�

sin

p
�x

2

�
A �

t

2
I2

�
;

且

cos.Bx/ D

1X
nD0

.�1/n .Bx/2n

.2n/Š
D

1X
nD0

.�1/n .bx/2n

.2n/Š
I2 D cos.bx/I2 D cos

p
�x

2
I2:

于是

sin.Ax/ D sin
�
Bx C

tx

2
I2

�
D sin.Bx/ cos

� tx

2
I2

�
C cos.Bx/ sin

� tx

2
I2

�
D sin.Bx/ cos

� tx

2

�
C cos.Bx/ sin

� tx

2

�
D cos

p
�x

2
sin

tx

2
I2 C

2
p

�
cos

tx

2
sin

p
�x

2

�
A �

t

2
I2

�
:

如果 � D 0，我们有 B2 D O2，这意味着 Bk D O2对任意 k > 2成立. 计算可得

sin.Bx/ D Bx D

�
A �

t

2
I2

�
x 且 cos.Bx/ D I2:

因此，

sin.Ax/ D sin
�
Bx C

tx

2
I2

�
D sin.Bx/ cos

� tx

2
I2

�
C cos.Bx/ sin

� tx

2
I2

�
D sin

tx

2
I2 C x cos

tx

2

�
A �

t

2
I2

�
:

如果 � < 0，我们有 B2 D
�
4

I2 或 B2 D �b2I2，其中 b D

p
��
2

. 这意味着
B2k D .�1/kb2kI2 对任意 k > 0成立，而 B2k�1 D .�1/k�1b2k�2B 对任意 k > 1成立.
计算可得

sin.Bx/ D

1X
nD1

.�1/n�1 .Bx/2n�1

.2n � 1/Š

D

1X
nD1

.bx/2n�1

.2n � 1/Š
�
B

b
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D
sinh.bx/

b
B

D
2

p
��

sinh

p
��x

2

�
A �

t

2
I2

�
;

且

cos.Bx/ D

1X
nD0

.�1/n .Bx/2n

.2n/Š
D

1X
nD0

.bx/2n

.2n/Š
I2 D cosh.bx/I2 D cosh

p
��x

2
I2:

于是

sin.Ax/ D sin
�
Bx C

tx

2
I2

�
D sin.Bx/ cos

� tx

2
I2

�
C cos.Bx/ sin

� tx

2
I2

�
D sin.Bx/ cos

� tx

2

�
C cos.Bx/ sin

� tx

2

�
D cosh

p
��x

2
sin

tx

2
I2 C

2
p

��
sinh

p
��x

2
cos

tx

2

�
A �

t

2
I2

�
:

定理得证. �

定理 A.3 三角函数 cos.Ax/.
设 A 2 M2.R/; x 2 R; Tr.A/ D t; det A D d，则：

cos.Ax/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

cos
p

�x
2

cos tx
2

I2 �
2

p
�

sin tx
2

sin
p

�x
2

�
A �

t
2
I2

�
; 如果� > 0

cos tx
2

I2 � x sin tx
2

�
A �

t
2
I2

�
; 如果� D 0

cosh
p

��x
2

cos tx
2

I2 �
2

p
��

sin tx
2

sinh
p

��x
2

�
A �

t
2
I2

�
; 如果� < 0

:

证 此定理的证明类似于定理 A.2的证明. �
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附
录
B

三角矩阵方程

B.1 四个三角方程

Read to get wise and teach others when it will be
needed.

Louis Pasteur（1822–1895）
在本附录中，我们解决基本的三角矩阵方程. 首先我们给出一个引理，它将会在引

理 B.2和 B.4的证明中用到.
引理 B.1 设函数 f 在 0处的 Taylor级数展开式为 f .´/ D

P1

nD0
f .n/.0/

nŠ
´n; j´j < R，其

中 R 2 .0; C1�，且设 A 2 M2.C/满足 �.A/ < R. 设 ˛ 2 C，且 B 2 M2.C/使得 A与 B

是相似的. 则 f .A/ D ˛I2当且仅当 f .B/ D ˛I2.

证 证明留给感兴趣的读者. �

引理 B.2 设 A 2 M2.R/. 方程 sin A D O2的解为

A D Q

�
kπ 0

0 lπ

�
Q�1;

其中 l; k 2 Z且Q 2 M2.R/是任意一个可逆矩阵.

证 设 JA是A的 Jordan标准形. 由于A � JA，由引理B.1，只需要研究方程 sin JA D O2

即可. 设 �1; �2是 A的特征值，我们分下面两种情形.

A 的特征值为实数的情形. 如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则 sin JA D

�
sin �1 0

0 sin �2

�
D

O2，这意味着 sin �1 D 0; sin �2 D 0，因此 �1 D kπ; �2 D lπ，其中 k; l 2 Z.

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则 sin JA D

�
sin � cos �

0 sin �

�
D O2，这意味着 sin � D 0; cos � D

0，这是不可能的，因为 sin2 � C cos2 � D 1.
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A的特征值为复数的情形. 设 ˇ 2 R�，且 �1 D ˛Ciˇ; �2 D ˛�iˇ是A的特征值. 由

定理 2.10，我们有 JA D

�
˛ ˇ

�ˇ ˛

�
. 方程 sin A D O2 意味着 sin A D P sin JAP �1 D O2，

这又说明 sin JA D O2. 由定理 A.2，计算可得

sin JA D
sinh jˇj cos ˛

jˇj
JA C

�
cosh jˇj sin ˛ �

˛

jˇj
sinh ˇ cos ˛

�
I2

D

 
cosh jˇj sin ˛ ˇ

jˇ j
sinh jˇj cos ˛

�
ˇ

jˇ j
sinh jˇj cos ˛ cosh jˇj sin ˛

!
:

这意味着 8̂<̂
:

cosh jˇj sin ˛ D 0

ˇ

jˇj
sinh jˇj cos ˛ D 0

:

第一个方程说明 sin ˛ D 0，又因为 ˇ ¤ 0，第二个方程说明 cos ˛ D 0，这与 sin2 ˛ C

cos2 ˛ D 1矛盾. �

引理 B.3 设 A 2 M2.R/. 方程 cos A D O2的解为

A D Q

� π
2

C kπ 0

0 π
2

C lπ

�
Q�1;

其中 l; k 2 Z且Q 2 M2.R/是任意一个可逆矩阵.

证 由于 cos A D sin
� π

2
I2 � A

�
，我们要解的方程变为

sin
�π

2
I2 � A

�
D O2;

结论由引理 B.2即得. �

引理 B.4 设 A 2 M2.R/. 方程 sin A D I2的解为

A D Q

� π
2

C 2kπ 0

0 π
2

C 2lπ

�
Q�1;

其中 l; k 2 Z且Q 2 M2.R/是任意一个可逆矩阵. 或者

A D Q

� π
2

C 2mπ 0

0 π
2

C 2mπ

�
Q�1;

其中 m 2 Z且Q 2 M2.R/是任意一个可逆矩阵.
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证 设 JA是A的 Jordan标准形. 由于A � JA，由引理B.1，只需要研究方程 sin JA D O2

即可. 设 �1; �2是 A的特征值，我们分下面两种情形.

A的特征值为实数的情形. 如果 JA D

�
�1 0

0 �2

�
，则 sin JA D

�
sin �1 0

0 sin �2

�
D I2，

这意味着 sin �1 D 1; sin �2 D 1，因此 �1 D
π
2

C 2kπ; �2 D
π
2

C 2lπ，其中 k; l 2 Z.

如果 JA D

�
� 1

0 �

�
，则 sin JA D

�
sin � cos �

0 sin �

�
D I2，这意味着 sin � D 1; cos � D 0，

这意味着 � D
π
2

C 2mπ; m 2 Z.
A的特征值为复数的情形. 设 ˇ 2 R�，且 �1 D ˛ C iˇ; �2 D ˛ � iˇ 是 A的特征值.

由定理 2.10，我们有 JA D

�
˛ ˇ

�ˇ ˛

�
. 方程 sin A D I2意味着 sin A D P sin JAP �1 D I2，

这又说明 sin JA D I2. 由定理 A.2，计算可得

sin JA D
sinh jˇj cos ˛

jˇj
JA C

�
cosh jˇj sin ˛ �

˛

jˇj
sinh ˇ cos ˛

�
I2

D

 
cosh jˇj sin ˛ ˇ

jˇ j
sinh jˇj cos ˛

�
ˇ

jˇ j
sinh jˇj cos ˛ cosh jˇj sin ˛

!
:

这意味着 8̂<̂
:

cosh jˇj sin ˛ D 1

ˇ

jˇj
sinh jˇj cos ˛ D 0

:

由于 ˇ ¤ 0，第二个方程说明 cos ˛ D 0，这说明 sin ˛ D ˙1，我们由第一个方程得到

cosh jˇj D 1. 此方程的解为 ˇ D 0，这是不可能的. �

引理 B.5 设 A 2 M2.R/. 方程 cos A D I2的解为

A D Q

�
2kπ 0

0 2lπ

�
Q�1;

其中 l; k 2 Z且Q 2 M2.R/是任意一个可逆矩阵. 或者

A D Q

�
2mπ 0

0 2mπ

�
Q�1;

其中 m 2 Z且Q 2 M2.R/是任意一个可逆矩阵.

证 注意到 sin
� π

2
I2 � A

�
D cos A，然后由引理 B.4即得. �

其他涉及三角函数的方程可以通过将它们简化为这四个基本矩阵方程来求解. 我
们在这里停止我们的研究，并邀请读者进一步研究涉及三角函数或三角函数的逆矩阵

方程.
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后记

作者希望你们能成功解决与二阶矩阵相关的问题. 为什么只是二阶矩阵呢? 很简
单，因为很多关于 2 � 2矩阵的优美结论，对于非二阶的矩阵是不成立的，比如在第 1章
中的行列式公式. 甚至是，有些结论推广到高于二阶的矩阵时，这些公式就失去了优美
性，更不用提它们的证明技巧了.

这里的问题是不是优美的，这由读者你们来决定. 我们希望你们能享受这里的问题
和理论. 如果有关改进本材料的问题、概括、评论、意见，请不吝批评指正，随时联系我们：

Vasile Pop
Technical University of Cluj-Napoca
Department of Mathematics
Str. Memorandumului Nr. 28, 400114
Cluj-Napoca, Romania
E-mail: Vasile.Pop@math.utcluj.ro
and
Technical University of Cluj-Napoca
Department of Mathematics
Str. Memorandumului Nr. 28, 400114
Cluj-Napoca, Romania
E-mail: Ovidiu.Furdui@math.utcluj.ro
E-mail: ofurdui@yahoo.com
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这里列出本书所涉及的名词.

A
Apéry常数，202

B
标准形

Jordan标准形，69
实标准形，70
有理标准形，71

C
Cauchy问题，177
Chebyshev多项式，158
初等变换，6
初等矩阵，6

D
多重对数函数，300
等交比函数，115
等交比数列，115

E
Euclide空间，23，101
Euler函数，26
二重对数函数，201，300
二项式矩阵方程，121

F
仿射变换，257
副对角线，1

G
共轭，8
共轭 Pell方程，157
共轭转置，8
勾股数，102

H
Hamilton四元数，28
环

Gauss整数环，27
行列式，8

J
Jordan基，69
Jordan标准形，12
交换域，17
基本解，154
矩阵

Pauli矩阵，29
三角矩阵，3
伴随矩阵，8，10
关联矩阵，115
分块矩阵，10
反对合矩阵，11
反对称矩阵，8
反射矩阵，12
反自共轭矩阵，11
合同矩阵，12
奇异矩阵，10
对合矩阵，11
对称矩阵，8
对角矩阵，3
幂等矩阵，11
幂零矩阵，11
循环矩阵，99
斜对称矩阵，8
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旋转矩阵，12，26
正交投影矩阵，247
相似矩阵，12
等价矩阵，12
置换矩阵，6
自共轭伴随矩阵，8
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Riemann zeta函数，181

S
Stirling数，120，198
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双随机矩阵，101
实部，22
随机矩阵

双随机矩阵，185
左随机矩阵，185

T
Touchard多项式，198
特征值，55
特征向量，56
广义特征向量，68
特征多项式，55
特征方程，55
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